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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei U ⊆ Rn offen.

(a) Seien f, g : U → R stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie die Produktregel für den
Gradienten, d.h. zeigen Sie, dass gilt

∇(fg)(x) =
(
∇f(x)

)
g(x) + f(x)∇g(x)

für alle x ∈ U .

(b) Seien a, b ∈ R mit a < b und seien γ, σ : (a, b) → U stetig differenzierbare Abbildungen. Zeigen
Sie die Produktregel für das Skalarprodukt, d.h. zeigen Sie, dass gilt

d
dt

⟨γ(t), σ(t)⟩ = ⟨ d
dtγ(t), σ(t)⟩ + ⟨γ(t), d

dtσ(t)⟩

für alle t ∈ (a, b).

Lösung:

(a) Sei i ∈ {1, . . . , n}. Wir betrachten die partielle Ableitung ∂i(fg). Für die partiellen Ableitung
gilt die normale Produktregel aus eindimensionaler Analysis, d.h. für alle x ∈ U gilt

∂i(fg)(x) = (∂if(x))g(x) + f(x)∂ig(x).

Da der Gradient einer Funktion h : U → R definiert ist als, ∇h(x) = (∂1h(x), . . . , ∂nh(x))T sehen
wir also, dass für x ∈ U gilt

∇(fg)(x) =
(
∂1(fg)(x), . . . , ∂n(fg)(x)

)T

=
(
(∂1f(x))g(x) + f(x)∂1g(x), . . . , (∂nf(x))g(x) + f(x)∂ng(x)

)T

=
(
∂1f(x), . . . , ∂nf(x)

)T
g(x) + f(x)

(
∂1g(x), . . . , ∂ng(x)

)T

= (∇f(x))g(x) + f(x)∇g(x).

(b) Wir schreiben γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) für t ∈ (a, b) und analog für σ. Für t ∈ (a, b) gilt

⟨γ(t), σ(t)⟩ =
n∑

i=1
γi(t)σi(t).



Wir leiten dies nach t ab und erhalten mit der eindimensionalen Produktregel, dass gilt

d
dt

⟨γ(t), σ(t)⟩ = d
dt

n∑
i=1

γi(t)σi(t)

=
n∑

i=1

d
dt

(γi(t)σi(t))

=
n∑

i=1
γ′

i(t)σi(t) + γi(t)σ′
i(t)

= ⟨ d
dtγ(t), σ(t)⟩ + ⟨γ(t), d

dtσ(t)⟩.


