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Prasenzaufgabe
Betrachten Sie die Funktion f: R? — R gegeben durch f(z,y) = (y — 2?)(y — 22?) fiir (z,y) € R2.

(a) Zeigen Sie, dass der Punkt (0,0) € R? ein kritischer Punkt von f ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Hesse-Matrix von f in (0,0) positiv semidefinit ist. Zeigen Sie weiter, dass
der Punkt (0,0) weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum ist.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jedes (xo,%0) € R?\ {(0,0)} die Funktion g: R — R definiert durch
g(t) = f(txg,tyo) bei t = 0 ein lokales Minimum hat.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Die Abbildung F : (0,00) x R? — R? sei definiert durch
rsin(6) cos(¢)
F(r,0,¢) := | rsin(0) sin(¢)
rcos(f)

(a) Bestimmen Sie die Funktionalmatrix und die Funktionaldeterminante von F' in Abhéngigkeit
von (r,0,¢) € (0,00) x R2.

n welchen Punkten (r,0,¢) € (0,00) X ist r, 0, ¢) invertierbar?
b) I Ichen Punk 0, 0 R? JF(r,0,¢ bar?

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Bestimmen Sie die kritischen Punkte der folgenden Funktionen. Berechnen Sie jeweils die Hesse-Matrix
in den kritischen Punkten und geben Sie an, was die Hesse-Matrix iiber die kritischen Punkte aussagt.

(a) fi: R®? =R, fi(z,y) =2 +y° — 4z — 9y

(b) f2: R* = R, fa(x,y) = (¢° +y*) exp(—2z)
Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei U C R" offen. Wir definieren den Laplaceoperator A durch
A C? 0 Af = —.
W) W) A=Y 55
(a) Zeigen Sie: Fiir alle f,g € C%(U) gilt

A(fg) =gAf+2(Vf,Vg) + fAg.

(b) Eine Funktion f € C%(U) heiit harmonisch, falls Af = 0. Sei nun n > 2. Verifizieren Sie, dass
die Funktionen ®,, : R”\ {0} — R mit

W], n=2
b () =
(@) {||xr\2—n, 0o

fir x € R™ \ {0} harmonisch sind.



