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Präsenzaufgabe
Betrachten Sie die Funktion f : R2 → R gegeben durch f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2) für (x, y) ∈ R2.

(a) Zeigen Sie, dass der Punkt (0, 0) ∈ R2 ein kritischer Punkt von f ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Hesse-Matrix von f in (0, 0) positiv semidefinit ist. Zeigen Sie weiter, dass
der Punkt (0, 0) weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum ist.

(c) Zeigen Sie, dass für jedes (x0, y0) ∈ R2 \ {(0, 0)} die Funktion g : R → R definiert durch
g(t) = f(tx0, ty0) bei t = 0 ein lokales Minimum hat.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Die Abbildung F : (0, ∞) × R2 → R3 sei definiert durch

F (r, θ, ϕ) :=

r sin(θ) cos(ϕ)
r sin(θ) sin(ϕ)

r cos(θ)

 .

(a) Bestimmen Sie die Funktionalmatrix und die Funktionaldeterminante von F in Abhängigkeit
von (r, θ, ϕ) ∈ (0, ∞) × R2.

(b) In welchen Punkten (r, θ, ϕ) ∈ (0, ∞) × R2 ist JF (r, θ, ϕ) invertierbar?

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Bestimmen Sie die kritischen Punkte der folgenden Funktionen. Berechnen Sie jeweils die Hesse-Matrix
in den kritischen Punkten und geben Sie an, was die Hesse-Matrix über die kritischen Punkte aussagt.

(a) f1 : R2 → R, f1(x, y) = x2 + y3 − 4x − 9y

(b) f2 : R2 → R, f2(x, y) = (x2 + y3) exp(−2x)

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei U ⊂ Rn offen. Wir definieren den Laplaceoperator ∆ durch

∆ : C2(U) → C0(U) ∆f :=
n∑

k=1

∂2f

∂x2
k

.

(a) Zeigen Sie: Für alle f, g ∈ C2(U) gilt

∆(fg) = g∆f + 2⟨∇f, ∇g⟩ + f∆g.

(b) Eine Funktion f ∈ C2(U) heißt harmonisch, falls ∆f = 0. Sei nun n ≥ 2. Verifizieren Sie, dass
die Funktionen Φn : Rn \ {0} → R mit

Φn(x) =
{

ln∥x∥, n = 2
∥x∥2−n, n > 2

für x ∈ Rn \ {0} harmonisch sind.


