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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Die Abbildung F : (0, ∞) × R2 → R3 sei definiert durch

F (r, θ, ϕ) :=

r sin(θ) cos(ϕ)
r sin(θ) sin(ϕ)

r cos(θ)

 .

(a) Bestimmen Sie die Funktionalmatrix und die Funktionaldeterminante von F in Abhängigkeit
von (r, θ, ϕ) ∈ (0, ∞) × R2.

(b) In welchen Punkten (r, θ, ϕ) ∈ (0, ∞) × R2 ist JF (r, θ, ϕ) invertierbar?

Lösung:

(a) Anwendung der bekannten Rechenregeln liefert

JF (r, θ, ϕ) =


sin (θ) cos (ϕ) r cos (θ) cos (ϕ) −r sin (θ) sin (ϕ)

sin (θ) sin (ϕ) r cos (θ) sin (ϕ) r sin (θ) cos (ϕ)

cos (θ) −r sin (θ) 0


Die Determinante (z.B. mit der Regel von Sarrus) ist

det
(
JF (r, θ, ϕ)

)
= r2 cos2(ϕ) cos2(θ) sin(θ) + r2 sin3(θ) sin2(ϕ)

−
[

− r2 cos2(θ) sin2(ϕ) sin(θ) − r2 sin3(θ) cos2(ϕ)
]

= r2 sin(θ)
[
cos2(ϕ) cos2(θ) + sin2(θ) sin2(ϕ) + cos2(θ) sin2(ϕ) + sin2(θ) cos2(ϕ)

]
= r2 sin(θ)

[
cos2(ϕ)(cos2(θ) + sin2(θ)) + sin2(ϕ)(sin2(θ) + cos2(θ))

]
= r2 sin(θ)

(b) Die Matrix ist also invertierbar, wenn sin(θ) ̸= 0 ist, d.h. für θ ∈ R \ πZ (und r, ϕ beliebig).


