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Aufgabe 1 (Gronwall-Lemma) (4 Punkte)
Seien u, i, 5 : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I = [tg,¢;). Bewiesen Sie die beiden
folgenden Varianten des Lemmas von Gronwall.

e Differentielle Form. Sei u € C'(I), so dass fiir alle t € I gilt

u'(t) < at) + Bt)u(t).
Fiir alle t € I folgt dann

t t .
'LL(t) < U(to)efto B(r)dr +/ Oé(S)@fS B(r)dr ds.

to

o Integralform. Es gelte 5 > 0 in [ und fiir alle t € 1

u(t) < aft) —i—/t B(s)u(s)ds

Fiir alle t € I folgt dann

u(t) < aft) + /ta(s)ﬁ(s)ef;ﬁ(T)dT ds.

to

Aufgabe 2 (Elementare Eigenschaften) (6 Punkte)
e Das Bochner-Integral ist unabhéngig von der Darstellung der Treppenfunktion, d.h. falls

S = ZxZXBl - ZijCj7
i=1 j=1
so gilt

/Is(t)dt = DB = 3G,

Seien nun X, Y Banachrdume. Beweisen Sie fiir u € L'(I, X) die folgenden Aussagen.

o [ [yu®)dt]x < [ [lu(®)llx dt.
e Sei T: X — Y linear und stetig. Dann ist Tu € L'(1,Y) und es gilt

T (/Iu(t) dt> = /ITu(t) dt.

e Sei F' € X*. Dann ist (F,u(-))x € L'(I) und es gilt

<F,/Iu(t) dt>X = /I(F,u(t»x dt.



Aufgabe 3 (Energie-Abschétzung) (6 Punkte)
Sei u: I x 2 — R eine Losung der Warmeleitungsgleichung

Ou—Au=f in I x §Q,
u=0 in I x 09, (1)
u(0) = up in Q

zu gegebenen Daten f: I x 2 — R und ug : 2 — R.
Ziel dieser Aufgabe ist es, fir die inhomogene Wérmeleitungsgleichung (1) eine zur Vorlesung
analoge Energieabschétzung der Form

lullx + llully < clluollz: || fllv) (2)

herzuleiten und dabei noch einmal die “natiirlichen” Funktionenrdume X, Y, Z, V zu motivieren.

e Zeigen Sie zunichst formal (d.h. unter der Annahme, dass u und f hinreichend glatte
Funktionen sind), dass

5&”’&(@ )H%P(Q) + Hu(ta )H{Q/I/OlQ(Q) - (f(tv )7 U(t, ))LQ(Q) (3)

fir alle ¢ € [0, 7] gilt.

e Leiten Sie nun aus (3) eine Energicabschétzung der Form (2) ab. Wéhlen Sie dazu einen
der folgenden beiden Zugénge:

— Gronwall-Zugang: Integrieren Sie (3) beziiglich ¢ und wenden Sie anschlieend eine
geeignete Form des Gronwall-Lemmas an. Schlagen Sie dabei auch geeignete Regula-
ritatsklassen fiir ug und f vor und schlieflen Sie daraus auf die in der Vorlesung mo-
tivierten (natiirlichen) Bochner-Raume fiir eine Losung u, sowie auf die gewiinschte
Energieabschétzung.

— Absorbtion: Integrieren Sie (3) beziiglich ¢ und wenden Sie anschlieflend die e-Version
der Young-Ungleichung an, um die rechte Seite der entstandenen Gleichung in der
linken “zu absorbieren”. Schlagen Sie dabei wieder geeignete Regularitétsklassen fiir
up und f vor und schliefen Sie daraus auf die (natiirlichen) Bochner-Réume fiir eine
Losung u, sowie auf die gewiinschte Energieabschitzung.

Abgabe: Mittwoch, den 04.11.2015 in der Vorlesung



