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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei u ∈ L1

loc((a, b)) schwach differenzierbar mit u′ = 0 fast überall in (a, b). Zeigen Sie, dass eine
Konstante C ∈ R existiert, so dass u = C fast überall in (a, b) gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei u ∈ L1

loc ((a, b)) und sei y ∈ (a, b). Die Funktion v : (a, b) → R sei durch v(x) =
∫ x

y
u(t) dt

gegeben. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

• v ist wohldefiniert.

• v ist stetig.

• v ist schwach differenzierbar.

• v′ = u fast überall in (a, b).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei u ∈ W 1,p ((a, b)) mit 1 ≤ p ≤ ∞. Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion ū ∈ C([a, b]) mit
den beiden folgenden Eigenschaften existiert:

• u = ū fast überall in (a, b).

• Für alle x, y ∈ [a, b] gilt ū(y)− ū(x) =
∫ y

x
u′(t) dt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Seien I ⊂ R ein nicht notwendigerweise beschränktes Intervall, X, Y, Z Banachräume und
p, q, r ∈ [1,∞].

• Ziel ist es für p ≤ q und r ∈ [p, q] die Stetigkeit der Einbettung

Lp(I,X) ∩ Lq(I,X) ↪→ Lr(I,X)

zu zeigen. Der Raum Lp(I,X) ∩ Lq(I,X) ist dabei mit der Norm

‖ · ‖Lp(I,X)∩Lq(I,X) = ‖ · ‖Lp(I,X) + ‖ · ‖Lq(I,X)

ausgestattet. Zeigen Sie dazu für alle u ∈ Lp(I,X) ∩ Lq(I,X), dass u ∈ Lr(I,X) und

‖u‖Lr(I,X) ≤ ‖u‖Lp(I,X)∩Lq(I,X)

gilt.

• Sei B : X × Y → Z eine stetige, bilineare Abbildung. Zeigen Sie, dass B durch

B̃(u, v)(t) = B
(
u(t), v(t)

)
eine stetige, bilineare Abbildung B̃ : Lp(I,X) × Lq(I, Y ) → Lr(I, Z) induziert, falls
1
p

+ 1
q

= 1
r

gilt.

Abgabe: Mittwoch, den 18.11.2015 in der Vorlesung


