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Aufgabe 1 (Äquivalente Normen auf W 1,p
0 (Ω)) (4 Punkte)

Seien Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und p ∈ [1,∞].

• Zeigen Sie, dass auf W 1,p
0 (Ω) durch

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω) und ‖u‖W 1,p
0 (Ω) = ‖∇u‖Lp(Ω)

äquivalente Normen definiert sind.

• Begründen Sie, warum diese Normäquivalenz nicht auf W 1,p(Ω) gelten kann.

Aufgabe 2 (Separabilität) (4 Punkte)
Seien I ⊂ R ein beschränktes Intervall, X ein Banachraum und p ∈ [1,∞). Zeigen Sie, dass
Lp(I,X) genau dann separabel ist, wenn X separabel ist.

Aufgabe 3 (Faltung) (4 Punkte)
Seien f ∈ Lp(Rd), p ∈ [1,∞], und ϕ ∈ C∞

0 (Rd). Die Faltung f ∗ g : Rd → R ist definiert durch

(f ∗ g)(x) =

∫
Rd

f(y)ϕ(x− y) dy.

Zeigen Sie, dass f ∗ g ∈ C∞
0 (Rd) und

‖f ∗ g‖Lp(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd)‖g‖L1(Rd).

Aufgabe 4 (Dichtheit) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass für p ∈ [1,∞) die Räume C∞(I) und C∞

0 (I) dicht in Lp(I) liegen. Was gilt für
p =∞?
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