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Aufgabe 1 (Dualraum von Lp(Ω)d) (4 Punkte)
Für eine offene Menge Ω ⊂ Rd, d ∈ N, und p ∈ (1,∞) mit dualem Exponenten q = p

p−1
, sei

der Raum Lp(Ω)d mit der Norm

‖u‖Lp(Ω)d =

(
d∑

i=1

‖ui‖pLp(Ω)

) 1
p

für u = (u1, u2, . . . , ud) ∈ Lp(Ω)d ausgestattet. Folgern Sie aus dem Darstellungssatz von Riesz
in Lp(Ω), dass für alle L ∈

(
Lp(Ω)d

)∗
eine eindeutig bestimmte Funktion v = (v1, v2, . . . , vd) ∈

Lq(Ω)d existiert, so dass

L(u) =

∫
Ω

d∑
i=1

vi(x)ui(x) dx

für alle u = (u1, u2, . . . , ud) ∈ Lp(Ω)d und

‖L‖(
Lp(Ω)d

)∗ =

(
d∑

i=0

‖vi‖qLq(Ω)

) 1
q

gelten.

Aufgabe 2 (Darstellungssatz von Riesz in W 1,p(Ω)) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass unter den Voraussetzungen von Aufgabe 1 für jedes beschränkte, lineare Funk-
tional L ∈

(
W 1,p(Ω)

)∗
Funktionen v0, v1, . . . , vd ∈ Lq(Ω) existieren, so dass

L(u) =

∫
Ω

(
v0(x)u(x) +

d∑
i=1

vi(x)
∂u

∂xi

(x)

)
dx

für alle u ∈ W 1,p(Ω) und

‖L‖(
W 1,p(Ω)d

)∗ =

(
d∑

i=0

‖vi‖qLq(Ω)

) 1
q

gelten.

Aufgabe 3 (Stetig differenzierbare Banachraum-wertige Funktionen) (4 Punkte)
Für ein Zeitintervall I = (0, T ) und einen Banachraum (X, ‖·‖X) heißt eine Funktion u : Ī → X
(klassisch oder stark) differenzierbar in t ∈ Ī, wenn es ein ut(t) ∈ X gibt, so dass

lim
h→0

t+h∈[0,T ]

∥∥∥∥u(t + h)− u(t)

h
− ut(t)

∥∥∥∥
X

= 0.



ut(t) heißt (klassische oder starke) Ableitung von u in t. Falls u in allen t ∈ Ī differenzierbar
ist, dann heißt u differenzierbar. Es bezeichne C1(Ī , X) den Raum{

u ∈ C0(Ī , X) |u differenzierbar, ut ∈ C0(Ī , X)
}

der stetig differenzierbaren X-wertigen Funktionen auf Ī. Beweisen Sie für u ∈ C1(Ī , X) die
folgenden Aussagen:

• Für f ∈ X∗ wird durch
t 7→ V (t) := 〈f, u(t)〉X

eine reellwertige C1(Ī)-Funktion definiert und für alle t ∈ Ī gilt

V ′(t) = 〈f, ut(t)〉X .

• u ist genau dann konstant, wenn ut(t) = 0 für alle t ∈ I gilt.

Aufgabe 4 (Vollständigkeit von C1(Ī , X)) (4 Punkte)
Seien t1, t2 ∈ Ī mit t1 < t2 und u ∈ C1(Ī , X). Zeigen Sie, dass

u(t2)− u(t1) =

∫ t2

t1

ut(t) dt

gilt. Folgern Sie, dass C1(Ī , X) bezüglich der Norm

‖u‖C1(Ī,X) := ‖u‖C0(Ī,X) + ‖ut‖C0(Ī,X)

vollständig ist.
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