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Es seien I = (0,7) ein Zeitintervall und €2 C R” ein beschrianktes Gebiet. Ziel dieses Blattes ist
der Beweis der Existenz und der Eindeutigkeit von schwachen Lésungen der Warmeleitungs-

gleichung
Ou—Au=f in I x Q,

w="0 in I x 0%, (1)
u(0) = up in
zu gegebenen Daten f € L*(I, L*(Q)) und uy € L*(9).

Aufgabe 1 (Abzihlbare, dichte Teilmenge von W,*()) (2 Punkte)
Konstruieren Sie eine Folge (w;)ien C VVO1 ’2(9), so dass fiir alle n € N die Elemente (w;);—1.._

linear unabhéngig sind und, dass fir V,, = span{wy, w,,...,w,} die Menge |J,_, V,, dicht in
Wy (Q) liegt.

Aufgabe 2 (Approximation der Daten) (2 Punkte)
Begriinden Sie, dass Folgen (f,,)nen C C(I, L*(2)), so dass f,, — f in L*(I, L*(Q2)) fiir n — oo
und (ul)pex mit uy € V;, und uff — ug in L*(Q) fiir n — oo existieren.

Aufgabe 3 (Galerkin-Approximation) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass fir n € N approximative Losungen u,(t) der Form

n

u(t) =t €V,

i=1
existieren, die fiir alle t € I und alle k = 1,2,...,n das Galerkin-System
<%un(t)7wk>wol’2(g) + (Aun (1), wk>W01’2(Q) = (fa(t), wk>W(}’2(Q)

mit der Anfangsbedingung wu,(0) = uf 16sen. Dabei ist der Operator A : W, ?(Q) — W~-12(Q)
durch

— (Au, go)Wol,z(Q) = / Vu-Veder
Q
fiir u, p € W,*() gegeben.

Aufgabe 4 (Konvergenz der Galerkin-Losungen) (2 Punkte)
Benutzen Sie die A-priori-Abschéatzungen um eine Teilfolge (uy,, )men von (U, )nen mit w,,, — u
schwach in L2(I,W,*(Q2)) zu finden.

Aufgabe 5 (Existenz einer schwachen Losung) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass u eine schwache Losung von (1) ist, d.h. fiir alle p € C5°(I) und alle v € W, *(Q)

gilt
// t)0yp(t vdxdt—f—//VU H)Vodzr dt = //f t)vdz dt.



Aufgabe 6 (Eindeutigkeit der schwachen L&sung) (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass (1) genau eine schwache Losung besitzt.
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