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Aufgabe 1 : 2 Punkte

Sei u € LP(2) mit 1 < p < oo. Der Differenzenquotient Ay ist definiert durch

Aly(z) = HEF h? —UB) e e O mit [ < dist(€Y,00).

Zeigen Sie fiir alle ¢ € C§°(Q) mit |h| < dist(supp ¢, 092):

/A?ugpdx = —/uAihgod:c.
Q )

Aufgabe 2 : 4 Punkte

Sei Q C R™ offen, beschréinkt und polygonal berandet und seien a € C°(Q) mit a > 0 in

Qund f € L2(§_2) gegeben. Auflerdem sei 7, eine zulédssige Triangulierung von €2 C R™ und
Xy, = {vn € C°(Q)|vp|r € Py(T) fiir alle T € Ty}

a) Zeigen Sie, dass eine schwache Losung u € Hj () von —div(aVu) = f in Q, u = 0 auf
0} existiert. (Was ist die schwache Formulierung?)

b) Sei u, € X5 N H(Q) die diskrete Losung des Problems aus Teil a). Zeigen Sie, dass es
eine Funktion @ : Q — R mit a@|r konstant gibt, so dass

/EVuthohdx = /fgohdx fiir alle o, € X, N Hg(Q).
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Aufgabe 3 : 4 Punkte

Sei Q C R™ ein offenes, beschriinktes Normalgebiet und seien f € L*(Q), a € R™ gegeben.
AuBerdem sei u € H'(Q) so, dass fiir alle ¢ € H'(Q) gilt

/Vu-Vgodx+/ua-Vgodx:/fgodx.
Q
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Formulieren Sie das zugehorige klassische Problem inklusive der vorzugebenden Randbedingun-
gen.



Aufgabe 4 : 10 Punkte

Sei A ein nichtleerer, abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes H. mit A+ bezeichnen wir
das orthogonale Komplement von A, d.h. At = {z € H|xz L A}. Dabei heifit z | A, dass
(x,a) =0 fiir alle a € A.

a) Zeigen Sie, dass At ein abgeschlossener Unterraum von H ist.

b) Wir definieren die orthogonale Projektion P : H — A durch die Bedingung

|z — Pz|| = min||z — y| fiir alle y € A.
yeEA
Zeigen Sie, dass P existiert und eindeutig bestimmt ist. Tipp: Wenden Sie das Dirichlet-
sche Prinzip auf ein geeignetes Funktional an.

c) Zeigen Sie, dass
(Px,y) = (x,y) fir alle y € A,

also v — Px L A.
d) Zeigen Sie, dass P linear und stetig ist und dass fiir A # {0} gilt || P||rmm) = 1.

e) Zeigen Sie, dass es zu jedem z € H genau eine Darstellung x = y 4 z gibt mit y € A und
z € At



