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Aufgabe 1 : 2 Punkte

Sei u ∈ Lp(Ω) mit 1 ≤ p <∞. Der Differenzenquotient ∆h
i u ist definiert durch

∆h
i u(x) :=

u(x + hei)− u(x)

h
x ∈ Ω′ ⊂⊂ Ω mit |h| < dist(Ω′, ∂Ω).

Zeigen Sie für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω) mit |h| < dist(suppϕ, ∂Ω):∫
Ω

∆h
i uϕdx = −

∫
Ω

u∆−hi ϕdx.

Aufgabe 2 : 4 Punkte

Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und polygonal berandet und seien a ∈ C0(Ω) mit a > 0 in
Ω und f ∈ L2(Ω) gegeben. Außerdem sei Th eine zulässige Triangulierung von Ω ⊂ Rn und
Xh = {vh ∈ C0(Ω)

∣∣vh|T ∈ P1(T ) für alle T ∈ Th}.

a) Zeigen Sie, dass eine schwache Lösung u ∈ H1
0 (Ω) von − div(a∇u) = f in Ω, u = 0 auf

∂Ω existiert. (Was ist die schwache Formulierung?)

b) Sei uh ∈ Xh ∩ H1
0 (Ω) die diskrete Lösung des Problems aus Teil a). Zeigen Sie, dass es

eine Funktion a : Ω→ R mit a|T konstant gibt, so dass∫
Ω

a∇uh∇ϕhdx =

∫
Ω

fϕhdx für alle ϕh ∈ Xh ∩H1
0 (Ω).

Aufgabe 3 : 4 Punkte

Sei Ω ⊂ Rn ein offenes, beschränktes Normalgebiet und seien f ∈ L2(Ω), a ∈ Rn gegeben.
Außerdem sei u ∈ H1(Ω) so, dass für alle ϕ ∈ H1(Ω) gilt∫

Ω

∇u · ∇ϕdx +

∫
Ω

ua · ∇ϕdx =

∫
Ω

fϕdx.

Formulieren Sie das zugehörige klassische Problem inklusive der vorzugebenden Randbedingun-
gen.



Aufgabe 4 : 10 Punkte

Sei A ein nichtleerer, abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes H. mit A⊥ bezeichnen wir
das orthogonale Komplement von A, d.h. A⊥ = {x ∈ H |x ⊥ A}. Dabei heißt x ⊥ A, dass
(x, a) = 0 für alle a ∈ A.

a) Zeigen Sie, dass A⊥ ein abgeschlossener Unterraum von H ist.

b) Wir definieren die orthogonale Projektion P : H → A durch die Bedingung

‖x− Px‖ = min
y∈A
‖x− y‖ für alle y ∈ A.

Zeigen Sie, dass P existiert und eindeutig bestimmt ist. Tipp: Wenden Sie das Dirichlet-
sche Prinzip auf ein geeignetes Funktional an.

c) Zeigen Sie, dass
(Px, y) = (x, y) für alle y ∈ A,

also x− Px ⊥ A.

d) Zeigen Sie, dass P linear und stetig ist und dass für A 6= {0} gilt ‖P‖L(H,H) = 1.

e) Zeigen Sie, dass es zu jedem x ∈ H genau eine Darstellung x = y + z gibt mit y ∈ A und
z ∈ A⊥.


