Prof. Dr. Michael Ruzicka, Sarah Eckstein 25.01.2016

Einfithrung in Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen

WS 2015/16 — Blatt 12
Abgabe: Montag, den 01. Februar, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 : 5 Punkte

Es seien die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt mit f € X*. Zusétzlich sei
die Bilinearform B symmetrisch, d.h. B(z,y) = B(y,x) fiir alle z,y € X. Zeigen Sie, dass die
Probleme

JueX : I(u) = infI(v), I(v) I—%B(U,U)—(f,v>

veX

und
JueX : Vve X : Blu,v) = (f,v)

dquivalent sind.
Bemerkung: Diese Aussage ist fiir nicht-symmetrische Bilinearformen im Allgemeinen falsch.

Aufgabe 2 (Produktregel fiir Differenzenquotienten) : 5 Punkte
Seien u € H"?(Q) und v € H™(Q) mit 1 < p,q < oo, so dass ]l)+% = 1. Zeigen Sie, dass
Al (uv) € LYY) fiir alle Q' CC Q mit |h| < dist(©,0Q) und

AM(uv) = u(- + hey) Al + vAlu.
Aufgabe 3 : 7 Punkte
Sei I =(—2,2) C Rund f(z) = = gegeben.

a) Zeigen Sie f € L*(I) mit f, f(x)dz = 0. Geben Sie eine Lésung u € H'(I) des Neumann-
Problems —Au = f in I, v/(—2) = v/(2) = 0 an. Wihlen Sie eine zusétzliche Bedingung,
so dass u eindeutig bestimmt ist und geben Sie eine solche Losung an.

b) Die zugehorige Triangulierung zur Gitterweite h = 1 sei gegeben durch 7, = T} U Ty U
TyUT, mit Ty = [~2,—1], To = [~1,0], T3 = [0,1] und T, = [L,2].
Sei X), := {v e CI) | vyr € P1 (T) fiir alle T' € T, }. Bestimmen Sie die diskrete Losung
up, € X}, des Neumann-Problems, indem Sie sich an dem in (4.8) und (4.9) vorgegebenen
Verfahren orientieren.

Aufgabe 4 : 3 Punkte

Sei H Hilbertraum mit der induzierten Norm || - || = (-,-)2. Sei B: H x H — R eine symme-
trische, koerzive und beschriankte Bilinearform. Zeigen Sie, dass durch

lull := (B(u,u))?

eine dquivalente Norm gegeben ist. Zeigen Sie zunéchst, dass |||-||| tatsichlich eine Norm auf H
definiert.



