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Aufgabe 1 : 5 Punkte

Es seien die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfüllt mit f ∈ X∗. Zusätzlich sei
die Bilinearform B symmetrisch, d.h. B(x, y) = B(y, x) für alle x, y ∈ X. Zeigen Sie, dass die
Probleme

∃ u ∈ X : I(u) = inf
v∈X

I(v), I(v) :=
1

2
B(v, v)− 〈f, v〉

und
∃ u ∈ X : ∀ v ∈ X : B(u, v) = 〈f, v〉

äquivalent sind.
Bemerkung: Diese Aussage ist für nicht-symmetrische Bilinearformen im Allgemeinen falsch.

Aufgabe 2 (Produktregel für Differenzenquotienten) : 5 Punkte

Seien u ∈ H1,p(Ω) und v ∈ H1,q(Ω) mit 1 ≤ p, q < ∞, so dass 1
p

+ 1
q

= 1. Zeigen Sie, dass

∆h
i (uv) ∈ L1(Ω′) für alle Ω′ ⊂⊂ Ω mit |h| < dist(Ω′, ∂Ω) und

∆h
i (uv) = u(·+ hei)∆

h
i v + v∆h

i u.

Aufgabe 3 : 7 Punkte

Sei I = (−2, 2) ⊂ R und f(x) = x gegeben.

a) Zeigen Sie f ∈ L2(I) mit −
∫

I
f(x)dx = 0. Geben Sie eine Lösung u ∈ H1(I) des Neumann-

Problems −∆u = f in I, u′(−2) = u′(2) = 0 an. Wählen Sie eine zusätzliche Bedingung,
so dass u eindeutig bestimmt ist und geben Sie eine solche Lösung an.

b) Die zugehörige Triangulierung zur Gitterweite h = 1 sei gegeben durch Th = T1 ∪ T2 ∪
T3 ∪ T4 mit T1 = [−2,−1], T2 = [−1, 0], T3 = [0, 1] und T4 = [1, 2].
Sei Xh :=

{
v ∈ C0(I) | v|T ∈ P1 (T ) für alle T ∈ Th

}
. Bestimmen Sie die diskrete Lösung

uh ∈ Xh des Neumann-Problems, indem Sie sich an dem in (4.8) und (4.9) vorgegebenen
Verfahren orientieren.

Aufgabe 4 : 3 Punkte

Sei H Hilbertraum mit der induzierten Norm ‖ · ‖ = (·, ·) 1
2 . Sei B : H ×H → R eine symme-

trische, koerzive und beschränkte Bilinearform. Zeigen Sie, dass durch

|||u||| := (B(u, u))
1
2

eine äquivalente Norm gegeben ist. Zeigen Sie zunächst, dass |||·||| tatsächlich eine Norm auf H
definiert.


