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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sei Ω ⊂ R2 polygonal berandet und zulässig durch das Gitter G trianguliert. Weiter sei Xh

der endlich dimensionale Raum auf dem Gitter G von Blatt 3, dessen Basisfunktionen durch
ϕi(pj) = δij eindeutig bestimmt sind. Wir betrachten die Reaktions-Diffusion-Gleichung mit
homogenen Neumann-Randwerten:

u− λ∆u = f in Ω

∂νu = 0 auf ∂Ω

mit λ > 0 und ν äußere Normale an ∂Ω. uh ∈ Xh heißt schwache Lösung der Reaktions-
Diffusion-Gleichung falls gilt∫

Ω

uhϕi + λ

∫
Ω

∇uh · ∇ϕi =

∫
Ω

fϕi für alle Basisfunktionen ϕi ∈ Xh.

Die schwache Lösung uh ∈ Xh der Reaktions-Diffusion-Gleichung ist Lösung des linearen Glei-
chungssystems

M∑
j=0

ui

(∫
Ω

ϕjϕi︸ ︷︷ ︸
Mij

+λ

∫
Ω

∇ϕj · ∇ϕi︸ ︷︷ ︸
Sij

)
=

∫
Ω

fϕi für i = 0, ...,M

mit den Matrizen Sij, der sogenannten Steifigkeitsmatrix undMij, der bekannten Massenmatrix.
Berechnen Sie numerisch die schwache Lösung der Reaktions-Diffusion-Gleichung. Assemblieren
Sie hierzu wie auf Blatt 5 die Matrix Einträge:

(M + λS)ij =

∫
Ω

∇ϕj · ∇ϕi + λ

∫
Ω

ϕjϕi

und rechte Seite bi =
∫

Ω
fϕi mithilfe einer Quadraturformel. Und lösen Sie anschließend das

resultierende Gleichungssystem mit einem CG-Verfahren. Hinweis: Sie können unterschiedliche
Quadraturformeln für die Massen- und Steifigkeitsmatrix verweden.
Testen Sie ihr Programm anhand der Funktion u(x, y) = cos(2πx) cos(2πy) und verschiedenen
Werten von λ. Wie muss f aussehen damit u Lösung der Differentialgleichung ist?
Bestimmen Sie weiterhin den L2 und H1 Fehler der schwachen Lösung uh.



Aufgabe 2 (8 Punkte)
Sei Ω, G und Xh wie in Aufgabe 1. Betrachten Sie das folgende Problem:

u− λ∆u = f in Ω

u = g auf ∂Ω

zu gegebener Funktion g und λ > 0.
Ziel ist die Berechnung einer Approximation der schwachen Lösung uh =

∑M
i=1 uiϕi zu diesem

Problem.
Folgendes Verfahren garantiert, dass die Randwerte stark angenommen werden: Sei {pk} die
Menge der Gitterpunkte auf dem Rand des Gebietes, dann soll gelten:

uh(pk) = g(pk) für alle pk .

Algorithmus:

(a) (Assemblieren) Stellen Sie die Massen- und Steifigkeitsmatrix auf:

(M + λS)ij =

∫
Ω

ϕiϕj + λ

∫
Ω

∇ϕi · ∇ϕj

sowie die rechte Seite:

bi =

∫
Ω

fϕi

für 0 ≤ i, j ≤M .

(b) (Anpassen) Sei {pk} die Menge aller Randgitterpunkte.

Aij =

{
δij falls pi ein Randgitterpunkt ist

(M + λS)ij sonst

und

b∗i =

{
g(pi) falls pi ein Randgitterpunkt ist

bi sonst

(c) (Lösen) Lösen Sie das linear Gleichungssystem:

AU = b∗

mithilfe des eines CG Verfahrens, verwenden sie

U =

{
g(pk) für alle Randpunkte pk

0 sonst

als Startwert.

Implementieren Sie den obigen Algorithmus, hierzu müssen Sie die Menge aller Gitterpunkte
auf dem Rand des Gebiets Ω betstimmen. Testen Sie ihr Programm anhand der Funktion
u(x, y) = cos(2πx) cos(2πy) und v(x, y) = x2− y2 und verschiedenen Werten von λ. Verwenden
Sie g = u als vorgegbene Randfunktion und bestimmen Sie weiterhin den L2 und H1 Fehler
der schwachen Lösung uh.


