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Aufgabe 1 (16 Punkte)
Sei Th eine zulässige Triangulierung von Ω. Gegeben sei weiter eine stetige koerzive Bilinearform
a : X ×X → R und F ∈ X ′, X = H1(Ω). Wir betrachten den endlich dimensionalen Raum:

Xh = {uh ∈ C0(Ω) | uh|T ∈ P2(T ) für alle T ∈ Th}

Gesucht ist die numerische Approximation an uh ∈ Xh zu

a(uh, ϕ) = F (ϕ) für alle ϕ ∈ Xh.

Ist eine Basis {ϕi} von Xh gegeben, so lassen sich mit dem in der Vorlesung oder den Übun-
gen vorgestellten Finite-Elemente-Verfahren die Koeffizienten ui der Approximation uh(x) =∑
uiϕi(x) bestimmen. Im folgenden werden wir ein Basis des Raums Xh konstruieren.

Zu gegebenem Dreieck T , x ∈ T sind die barizentrischen Koordinaten λ0, λ1, λ2 gegeben durch:

λ0(x) = 1− x0 − x1; λ1(x) = x0; λ2(x) = x1

Nodale Basis für P2(T̂ ):
Durch die Bedingung ϕ̂i(pj) = δij für die Punkte

p0 = (0, 0)T , p1 = (1, 0)T , p2 = 0, 1)T

p3 = (0.5, 0.5)T , p4 = (0, 0.5)T , p5 = (0.5, 0.0)T

ist ein nodale Basis für P2(T ) gegeben. In barizentrischen Koordinaten sind die 6 Basisfunktio-
nen wie folgt:

ϕ̂i(x) =

{
λi(x)(2λi(x)− 1) für i < 3

4λ(i+1)%3(x)λ(i+2)%3(x) sonst

Nodale Basis für Xh:
Aus einer nodalen Basis auf dem Referenzelement T̂ lässt sich wie folgt eine Basis für Xh

konstruierten. Dazu sei {p0, ..., pM−1} die Menge aller Eck- und Kantenmittelpunkte und

νT : {T} × {0, ..., 5} → {0, ...,M − 1}

eine gegebene Abbildung, dann ist {ϕi}(i = 0, ...,M − 1) eine Nodale Basis von Xh, die Basis-
funktionen ϕi sind wie folgt:

ϕi(x) =

{
0 pi /∈ T
ϕ̂l(x) pi ∈ T, νT (l) = i .



Die Abbildung νT ist gegeben durch:

νT (l) =

{
“Index von Eckpunkt l in T“ l < 3

“Index von Kante l − 3 in T“ + N sonst

mit N die Anzahl der Eckpunkte.
Implementieren Sie ein Finite-Elemente Verfahren für die Bilienarform a(u, v) =

∫
Ω
∇u·∇v und

F (ϕ) =
∫

Ω
fϕ mit quadratischen Lagrange-Basisfunktionen. Hierzu müssen Sie die Auswertung

von ϕ̂i so wie des Gradienten dieser Basisfunktion als auch die Abbildung νT implementieren.
Erweitern Sie dazu Ihre Gitterimplementierung, so dass jede Kante im Gitter mit einem Index
versehen wird. Verwenden Sie zur Approximation der auftretenden Integrale folgende Quadra-
turpunkte und Gewichte:

x0 = (4/6, 1/6)T , x1 = (1/6, 4/6)T , x2 = (1/6, 1/6)T , w0 = w1 = w2 = 1/3

Testen Sie die Implementierung anhand der bisherigen Beispiele.
Hinweis: Die Gradienten der barizentrischen Koordinaten zeigen in negative Richtung der ge-
genüberliegenden äußeren Normalen.


