
Abteilung für Angewandte Mathematik 15.1.2018
Prof. Dr. M. Růžička
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Präsenzaufgabe:

Es sei eine Funktionenfolge (fn)n∈N auf [0, 1] definiert durch

fn(x) =





2nx, x ∈ [0, 1
2n

]

2− 2nx, x ∈ [ 1
2n
, 1
n
]

0, x ∈ ( 1
n
, 1].

382 V Funktionenfolgen

(b) Es seien X := [0, 1], E := R und1

fn(x) :=

⎧
⎪⎨
⎪⎩

2nx , x ∈
[
0, 1/2n

]
,

2 − 2nx , x ∈
[
1/2n, 1/n

]
,

0 , x ∈ (1/n, 1] .

Dann konvergiert (fn) punktweise gegen 0.

(c) Es seien X := R, E := R und

fn(x) :=

{
1/(n + 1) , x ∈ [n, n + 1) ,

0 sonst .

Auch in diesem Fall konvergiert (fn) punktweise gegen 0. !

zu (a) zu (b) zu (c)

Es zeigt sich, daß die punktweise Konvergenz für viele Zwecke zu schwach ist.
Analysiert man etwa Beispiel 1.2(a), so erkennt man, daß alle Folgenglieder beliebig
oft differenzierbar sind, die Grenzfunktion aber nicht einmal stetig ist. Wir wollen
deshalb einen stärkeren Konvergenzbegriff einführen, der die Vertauschbarkeit von
Grenzübergängen bei Funktionenfolgen sicherstellt.

Gleichmäßig konvergente Folgen

Die Funktionenfolge (fn) konvergiert gleichmäßig gegen f , wenn es zu jedem ε > 0
ein N = N(ε) ∈ N gibt mit

|fn(x) − f(x)| < ε , n ≥ N , x ∈ X . (1.1)

In diesem Fall schreiben wir fn −→
glm

f oder fn → f (glm).

1Hier und in ähnlichen Situationen bedeutet 1 /ab natürlich 1 /(ab), und nicht (1 /a)b = b/a.

Konvergiert sie gleichmäßig / punktweise?

Aufgabe 1: (4,5 Punkte)

Man untersuche die folgenden drei Funktionenfolgen auf [0, 1] auf punktweise und
gleichmäßige Konvergenz.

(a) fn(x) =

{
xn, x ∈ [0, 1)

0, x = 1
(b) fn(x) =

{
0, x = 0

1
1+nx

, x ∈ (0, 1]
(c) fn(x) =

x

1 + nx

Aufgabe 2: (5,5 Punkte)

(a) Man entscheide, ob die folgenden Funktionen auf dem Intervall [0, 1] Regel-
funktionen sind:

(i) f(x) =

{
0, x = 0
1
x
, x > 0.

(ii) g(x) =

{
0, x = 0

sin
(
1
x

)
, x > 0.

(iii) h(x) =

{
0, x = 0

x sin
(
1
x

)
, x > 0.

(b) Man zeige: Sind f, g ∈ T ([a, b]), so ist auch f · g ∈ T ([a, b]).

(c) Man zeige: Sind f, g ∈ R([a, b]), so ist auch f · g ∈ R([a, b]).

Aufgabe 3: (5 Punkte)

Es seien a < b und f : [a, b]→ R eine Regelfunktion. Man beweise:

(a) Ist f stetig und
∫ b

a
|f(x)| dx = 0, so ist f(x) = 0 für alle x ∈ [a, b].

(b) Die Funktion F : [a, b]→ R definiert durch

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

ist stetig.


