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Präsenzaufgabe: (Unendliche Vereinigungen und Schnitte)

Es seien I,M Mengen und I 6= ∅. Außerdem sei S := {Nα |α ∈ I} eine Familie
von Teilmengen von M (d.h. Nα ⊆M ∀α ∈ I). Wir definieren⋂

α∈I

Nα := {x ∈M | ∀α ∈ I : x ∈ Nα} (Durchschnitt)⋃
α∈I

Nα := {x ∈M | ∃α ∈ I : x ∈ Nα} (Vereinigung)

(a) Wir wählen nun speziell I = N,M = R und S = {Mk | k ∈ N}, wobei
Mk := {i ∈ Z | i ≥ −k}. Man bestimme

⋃
k∈NMk.

(b) Nun seien I,M wie in (a) und S = {Mk | k ∈ N}, wobei Mk :=
{

1
i
| i ≥ k

}
∪

{0}. Man bestimme
⋂
k∈NMk.

Aufgabe 1: (5 Punkte)

(a) Man zeige: Für alle reellen Zahlen x, y gilt max{x, y} = 1
2
(x + y + |x − y|)

(Bemerkung: Analog kann man min{x, y} = 1
2(x+ y − |x− y|) zeigen.)

(b) Sei A ⊆ R. Betrachte die folgende Aussage:

∃C > 0 : ∀x ∈ A : x < C. (1)

(i) Man formuliere die Negation von Aussage (1).

(ii) Man prüfe, ob Aussage (1) für A = [0, 1], bzw. A = [0,∞) wahr ist.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

(a) Es sei M ⊆ R nicht leer. Jedes ε > 0 sei eine obere Schranke von M . Zeige,
dass sup(M) ≤ 0 gilt.

(b) Es seien M,N ⊆ R nicht leer und nach oben beschränkt. Wir definieren
M + N := {x + y |x ∈ M, y ∈ N}. Zeige, dass das Supremum von M + N
existiert und dass gilt sup(M +N) = sup(M) + sup(N).



Aufgabe 3: (6 Punkte)

Sei d ∈ N eine natürliche Zahl, die das Quadrat einer rationalen Zahl ξ ∈ Q sei,
d.h. d = ξ2. Zeige, dass d = n2 für ein n ∈ N gilt.
Anleitung: Sei o.B.d.A. ξ > 0. Es seien m die kleinste natürliche Zahl, sodass
m · ξ ∈ N, und n die kleinste natürliche Zahl mit ξ ≤ n.

(a) Zeige, dass m und n mit den geforderten Eigenschaften existieren.

Setze p := m · (ξ − n+ 1). Zeige:

(b) p ∈ N und p ≤ m,

(c) p · ξ ∈ N,

(d) p = m und ξ = n.

Folgerung: Ist d ∈ N keine Quadratzahl, d.h. d ∈ N\{k2 | k ∈ N} = {2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, . . . },
so hat die Gleichung x2 = d keine Lösung in Q.


