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Aufgabe 24 4 Punkte

Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Seien f, g, fn, n ∈ N, µ-messbar und µ-fast überall endlich
mit fn → f und fn → g im Maß.

(a) Zeigen Sie, dass für jedes n ∈ N und λ ≥ 0 gilt

{|f − g| > λ} ⊂ {|fn − g| > λ/2} ∪ {|fn − f | > λ/2} ∪N,

wobei N ∈ A eine µ-Nullmenge ist.

(b) Zeigen Sie, dass gilt f = g µ-fast überall.

Aufgabe 25 4 Punkte

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und seien fn, f ∈ L1(µ) so, dass fn → f in L1(µ), d.h.∫
X
|fn − f | dµ → 0. Zeigen Sie, dass fn → f im Maß gilt. Folgern Sie daraus, dass es

eine Teilfolge gibt, die fast überall gegen f konvergiert.

Definition. Sei A ⊂ Rn eine Menge. Für α ≥ 0 definieren wir

αA := {αx
∣∣x ∈ A}.

Aufgabe 26 1 Punkt

Sei M ⊂ Rn eine λn-messbare Menge und α ≥ 0. Zeigen sie, dass gilt

λn(αM) = αnλn(M).

Aufgabe 27 11 Punkte

Sei A ⊂ Rn konvex und beschränkt, mit 0 ∈ int(A). Zeigen Sie das Folgende:

(a) int(A) ⊂
⋃
k≥2((1−

1
k
)A).

(b) Es existiert ein δ > 0 so, dass für alle k ∈ N, k ≥ 2, und alle x ∈
(
1− 1

k

)
A gilt

B(x, δ
k
) ⊂ int(A).

(c) int(A) ⊃
⋃
k≥2((1−

1
k
)A).

Tipp: Approximieren Sie x ∈
(
1− 1

k

)
A durch Punkte aus

(
1− 1

k

)
A und nutzen Sie (b).

(d) λn(A) = λn(int(A)).

(e) ∂A is λn-messbar mit λn(∂A) = 0.

(f) A ist λn-messbar.

(g) Finden Sie eine λn-Nullmenge B ⊂ Rn mit λn(∂B) =∞.


