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Aufgabe 51 6 Zusatzpunkte

Seien

E := (0, 1)×
(
0, 3π

2

)
,

Ω := {(r cosϕ, r sinϕ) | (r, ϕ) ∈ E} .

Definiere

v0(r, ϕ) :=

{
sin
(

2ϕ
3

)
, falls r = 1 und ϕ ∈

(
0, 3π

2

)
,

0, falls r ∈ (0, 1) und ϕ ∈
{

0, 3π
2

}
,

und
v(r, ϕ) := r

2
3 sin

(
2ϕ
3

)
für (r, ϕ) ∈ E.

Weiter seien u : Ω→ R und u0 : ∂Ω→ R solche Funktionen, dass

v(r, ϕ) = u(r cosϕ, r sinϕ) = u(x, y) und v0(r, ϕ) = u0(r cosϕ, r sinϕ) = u0(x, y)

gilt. Zeigen Sie das Folgende:

(a) Die Funktion u ist eine schwache Lösung der Laplace-Gleichung

∆u = 0 in Ω,

u = u0 auf ∂Ω.

Tipp: Aufgabe 4.

(b) Es gilt ∫ 3π
2

0

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂2

∂r2
v(r, ϕ)

∣∣∣∣2 r dr dϕ =∞.

(c) Es gilt u /∈ H2(Ω).
Tipp: Zeigen Sie∫

Ω

|∇u|2 dλ2(x, y) =

∫
Ω

(
∂2u

∂x2

)2

+ 2

(
∂2u

∂xy

)2

+

(
∂2u

∂y2

)2

dλ2(x, y) =∞

mit Hilfe von (b) und des Transformationssatzes.

Aufgabe 52 4 Zusatzpunkte

Finden Sie ein Gebiet Ω ⊂ R2 und eine Funktion f ∈ H1,1(Ω) derart, dass für beliebiges
Gebiet G ⊂ R2 mit Ω ⊂ G keine Funktion u ∈ H1,1(G) existiert so, dass f = u

∣∣
Ω

gilt.


