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Aufgabe 1 (Komplementére N-Funktion) (5 Punkte)

Sei ¢ : R>g — R eine reguldre N-Funktion. Dann ist die komplementére Funktion
©* 1 R>g — R, fiir alle ¢ € Ry( definiert durch

(1) = / ()1 (s) ds,

ebenfalls eine reguldre N—Funktion.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei p € (1,00). Zeigen Sie, dass Konstanten ¢, C' > 0 existieren, die nur von p € (1, 00)
abhingen, sodass fiir alle § > 0 und &, 77 € R? mit § + |€] + || > 0 gilt:

1
c(0+ €]+ nl)P? < /0 O+E+T( =& 2dr <CO+ €]+ n])" 2.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion L : Ry x R? x R? — R, definiert durch

L(5,&m) = /01< O+ €] + Il )’)de

d+n+7(€—n

fiir alle § > 0 und €, n € R Nutzen Sie, dass L auf S := {(§,£€, )" € Rsg x R? x R? |
62 + |€|* + |n|* = 1} stetig ist sowie das Skalierungsverhalten von L, d.h. fiir welches
B >0 gilt L(AG, A&, ) = N L(6,&,m) fiir alle (§,€,1)" € Rsg x R x R? und A > 07?

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei F': LP(Q;RY) — R, p € (1,00), fiir alle u € LP(2;R?) definiert durch
1
F(u) = 1_9||u||;£p(Q;Rd)-

Zeigen Sie, dass die Fenchel-Konjugierte F*: L? (Q; R?) — R durch F*(v)= 1% [v]l7 (@RY)
fiir alle v € L (€; R?) gegeben ist. 7

Aufgabe 4 (Schwache Dualitit des p—Laplace—Problems) (5 Punkte)
Sei 2 C R?, d € N, ein beschrinktes Gebiet und f € L7 ().
Zeigen Sie, fiir das p-Laplace-Problem, d.h. die Minimierung von I : W, ?(Q) — R,

definiert durch I(v) = %HV@H’EP(Q_W) — (f,v) o(q) fiir alle v € Wy?(Q), dass beziiglich

des Lagrange-Funktionals L : W, *(Q) x W (div; Q) — R U {—00}, definiert durch
1 /
L(Uv Q) = (VU, Q)LP'(Q;]Rd) - 5||Q||ip,(Q;Rd) - (fa U)LP'(Q)

fiir alle (v,q)T € Wy P (Q) x WP (div; ), schwache Dualitiit zum dualen p-Laplace-
Problem, d.h. die Maximierung von D : W? (div; Q) — R U {—o0}, definiert durch

D(q) = =g llall?, 0 — Ty (div(q)) fiir alle g € W (div; Q) gilt, d.h.

inf I(v)> sup D(q).
veEW, P () qEW?' (diviQ)
Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 3. Zeigen Sie weiter, dass

inf sup  L(v,q) >  sup inf  L(v,q).
VEWY () g (divi0) geW?’ (div;2) V€W, "(9)



