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Aufgabe 1 (Komplementäre N -Funktion) (5 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion. Dann ist die komplementäre Funktion
ϕ∗ : R≥0 → R≥0, für alle t ∈ R≥0 definiert durch

ϕ∗(t) :=

ˆ t

0

(ϕ′)−1(s) ds,

ebenfalls eine reguläre N–Funktion.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei p ∈ (1,∞). Zeigen Sie, dass Konstanten c, C > 0 existieren, die nur von p ∈ (1,∞)
abhängen, sodass für alle δ ≥ 0 und ξ,η ∈ Rd mit δ + |ξ|+ |η| > 0 gilt:

c(δ + |ξ|+ |η|)p−2 ≤
ˆ 1

0

(δ + |ξ + τ(η − ξ)|)p−2 dτ ≤ C(δ + |ξ|+ |η|)p−2.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion L : R≥0 × Rd × Rd → R, definiert durch

L(δ, ξ,η) :=

ˆ 1

0

(
δ + |ξ|+ |η|

δ + |η + τ(ξ − η)|

)2−p

dτ

für alle δ ≥ 0 und ξ,η ∈ Rd. Nutzen Sie, dass L auf S := {(δ, ξ,η)> ∈ R≥0×Rd×Rd |
δ2 + |ξ|2 + |η|2 = 1} stetig ist sowie das Skalierungsverhalten von L, d.h. für welches
β ≥ 0 gilt L(λδ, λξ, λη) = λβL(δ, ξ,η) für alle (δ, ξ,η)> ∈ R≥0 ×Rd ×Rd und λ > 0?

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei F : Lp(Ω;Rd)→ R, p ∈ (1,∞), für alle u ∈ Lp(Ω;Rd) definiert durch

F (u) :=
1

p
‖u‖p

Lp(Ω;Rd)
.

Zeigen Sie, dass die Fenchel–Konjugierte F ∗ :Lp
′
(Ω;Rd)→R durch F ∗(v)= 1

p′
‖v‖p

′

Lp′ (Ω;Rd)
für alle v ∈ Lp′(Ω;Rd) gegeben ist.

Aufgabe 4 (Schwache Dualität des p–Laplace–Problems) (5 Punkte)

Sei Ω ⊆ Rd, d ∈ N, ein beschränktes Gebiet und f ∈ Lp′(Ω).

Zeigen Sie, für das p–Laplace–Problem, d.h. die Minimierung von I : W 1,p
0 (Ω)→ R,

definiert durch I(v) = 1
p
‖∇v‖p

Lp(Ω;Rd)
− (f, v)Lp(Ω) für alle v ∈ W 1,p

0 (Ω), dass bezüglich

des Lagrange–Funktionals L : W 1,p
0 (Ω)×W p′(div; Ω)→ R ∪ {−∞}, definiert durch

L(v, q) := (∇v, q)Lp′ (Ω;Rd) −
1

p′
‖q‖p

′

Lp′ (Ω;Rd)
− (f, v)Lp′ (Ω)

für alle (v, q)> ∈ W 1,p
0 (Ω)×W p′(div; Ω), schwache Dualität zum dualen p–Laplace–

Problem, d.h. die Maximierung von D : W p′(div; Ω) → R ∪ {−∞}, definiert durch

D(q) = − 1
p′
‖q‖p

′

Lp′ (Ω;Rd)
− I{−f}(div(q)) für alle q ∈ W p′(div; Ω) gilt, d.h.

inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
I(v) ≥ sup

q∈W p′ (div;Ω)

D(q).

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 3. Zeigen Sie weiter, dass

inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
sup

q∈W p′ (div;Ω)

L(v, q) ≥ sup
q∈W p′ (div;Ω)

inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
L(v, q).


