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Aufgabe 1 (Norm–Konvergenz ⇔ Modular–Konvergenz) (5 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion mit ϕ ∈ ∆2 und Ω ⊆ Rd, d ∈ N, ein
beschränktes Gebiet. Zeigen Sie, dass Norm–Konvergenz und Modular–Konvergenz
äquivalent sind, d.h. für eine Folge (un)n∈N ⊆ Lϕ(Ω) und eine Funktion u ∈ Lϕ(Ω) gilt
‖un − u‖Lϕ(Ω) → 0 (n→∞) genau dann, wenn ρϕ(un − u)→ 0 (n→∞).

Aufgabe 2 (Alternative Norm auf Lϕ(Ω)) (5 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion und Ω ⊆ Rd, d ∈ N, ein beschränktes
Gebiet. Zeigen Sie, dass |||·|||ϕ : Lϕ(Ω)→ R≥0, für alle u ∈ Lϕ(Ω) definiert durch

|||u|||ϕ := sup
v∈Lϕ(Ω)
ρϕ(v)≤1

ˆ
Ω

|uv| dx,

eine Norm ist.

Aufgabe 3 (Hölder’sche Ungleichung) (3 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion, sodass ϕ, ϕ∗ ∈ ∆2, und Ω ⊆ Rd, d ∈ N,
ein beschränktes Gebiet. Zeigen Sie, dass für alle u ∈ Lϕ(Ω) und v ∈ Lϕ∗

(Ω) gilt, dass
uv ∈ L1(Ω) und

‖uv‖L1(Ω) ≤ |||u|||ϕ|||v|||ϕ∗ .

Aufgabe 4 (Weitere Hölder’sche Ungleichungen) (2 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion, sodass ϕ, ϕ∗ ∈ ∆2, und Ω ⊆ Rd, d ∈ N,
ein beschränktes Gebiet. Zeigen Sie, dass für alle u ∈ Lϕ(Ω) und v ∈ Lϕ∗

(Ω) gilt, dass

‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lϕ(Ω)|||v|||ϕ∗ ≤ 2‖u‖Lϕ(Ω)‖v‖Lϕ∗ (Ω),

‖uv‖L1(Ω) ≤ |||u|||ϕ‖v‖Lϕ∗ (Ω) ≤ 2‖u‖Lϕ(Ω)‖v‖Lϕ∗ (Ω).

Aufgabe 5 (Eigenschaften von Orlicz–Sobolev–Räumen) (5 Punkte)

Sei ϕ : R≥0 → R≥0 eine reguläre N–Funktion, sodass ϕ, ϕ∗ ∈ ∆2, Ω ⊆ Rd, d ∈ N, ein
beschränktes Gebiet und k ∈ N. Zeigen Sie, dass W k,ϕ(Ω) ein separabler und reflexiver
Banach–Raum ist.


