Einfiihrung Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubungsblatt 10 : WS 2022/23
Prof. Dr. M. RiZi¢ka, Dr. A. Kaltenbach Abgabetermin: 9. Januar 2023
Aufgabe 1 (Scott—Zhang-Interpolationsoperator in einer Dimension) (10 Punkte)

Seien G = (0,1) € R und N € N. Definiere z; := j/N fiir alle j € {0,..., N},
h :=1/N sowie I; := (z;_1,x;) fiir alle j.€ {L;%.., N}. Ferner sei

Xy ={veC’@G)| v, ePi(l)) fir j=1,..., N}
und (o, ..., ¢n) die Knotenbasis von Xj, d.h. ¢; € X, und ¢;(xy) = 531<; fileg, k €
{0,...,N}. Fiir jedes j € {1,..., N} ist X,[;, = Py(I;) mit dem L*-Skalarprodukt

ein zweldlmensmnaler Hllbertraum Mit ¢, = g0]|1 und ;o = @, 1|1 ist (¢j1,952)
eine Basis von Xj|;,. Es existiert eine duale Basis (1;,1,v;2) in Xj|7,, sodass

[ ouaisate e =de, ke (1,2).
I
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Fiir u € L'(G) definieren wir nun die Interpolierende IT,u € Xj, durch

N
Myu = ; ; d
i Zso /ijm(y)u(y) y

(a) Zeigen Sie, dass IT, : L'(G) — X, wohldefiniert, linear und stetig ist.
(b) Zeigen Sie, dass T uy = uy, fir alle u;, € X}, gilt.

(c) Firje{l,...,N}sei S;:=1I;_y UI; Uy, wobei Iy := Iy = 0. Zeigen Sie,
dass ein ¢ > O existiert, das von u, j und N unabhéngig ist, sodass fiir alle
uwe LY G) und j & {1 ., N} gilt s

/|Hhu|dx+/ h|(Hhu)'\dx§c/ lu|dz .
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Aufgabe 2 (Projektion von L*(€2) nach R) (2 Punkte)
Sei Q C R™, n € N, ein beschrinktes Gebiet und*u € L?(Q). Zeigen Sie, dass

i flu | ~ [ ua

inf ||u — ¢||r2(0 u—— [ udx

ceR @ €2 Jq 12(Q)
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei Q C R™, n € N, ein offenes, beschriinktes Gebiet mit polygonalem Rand, a € C°(Q)
mit @ > 0in Q und f E L?(Q2): AuBerdem sei Ty, eine zuliissige Triangulierung von €2
und X, = {v, € C°(Q) | vplr € P1(T) fiir alle T € Ty, }.

(a) Zeigen Sie, dass cine schwache Losung u € H*() von

—div(aVu) = f in Q,
u=20 auf 0€)

existiert. Wie sieht die schwache Formulierung aus?
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(b) Sei uy, € X, N HY(Q) die diskrete Losung des Problems aus (a). Zeigen Sie, dass
eine Funktion @ : (2 — R existiert, die auf jedem T" € 7}, konstant ist und

/EVuthohdm:/fgphda:

fiir alle ¢, € X, N HY(Q) erfiillt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei 2 C R", n € N, ein offenes, beschriinktes Normalgebiet, a € R™ und f € L*(9).
AuBerdem sei u € H'(Q) so,.dass fiir alle ¢ € HY(Q) gilt

/Vu-Vgodx+/aug0dx:/fgoda:.
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Formulieren Sie das zugehorige klassische Problem inklusive der vorzugebenden Rand-
bedingungen.

Aufgabe 5'(Projektionssatz) Bonuspunkte)

(14
Sei A ein nichtleerer, abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraums (H, (-, )) Mit A+
bezeichnen wir das orthogonale Komplement von A, d.h. At = {x € H | z 1 A}.
Dabei driickt L A aus, dass (z,a) = 0 fir alle a € A.

(a) Zeigen Sie, dass A ein abgeschlossener Unterraum von H ist.

(b) Wir definieren die orthogonale Projektion P: H — A, fiir alle x € H durch die
Bedingung
— Pz|| = min||z — y]|.
lz — Parl| = minfjz — y|

Zeigen Sie, dass P: H — A wohldefiniert ist, d.h. dass fiir alle x € H genau ein
Pz € A existiert, das die obige Bedingung erfiillt.

Tipp: Wenden Sie das Dirichletsche Prinzip auf ein geeignetes Funktional an.
(c) Zeigen Sie, dass x — Px L A, d.h. (Pz,y) = (Zy) fiir alle y € A, gilt.
(d). Zeigen Sie, dass P: H — A linear und stetig ist und || P||z(z,z) = 1 fiir A # {0}.

(e) Zeigen Sie, dass es zu jedem z € H genau eine Darstellung x = y + 2z existiert
mit y € A und z € AL,

Aufgabe 7 (6 Bonuspunkte)

Se1 Q CR", n €N, offen und beschriankt. Zeigen Sie, dass der Holderraum Co(Q),
€ (0,1], ein Banachraum ist.

Wir wiinschen Thnen frohe Weihnachten und einen guten
Rutsch ins neue Jahr!



