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Aufgabe 1 (Scott-Zhang-Interpolationsoperator in einer Dimension, Teil II) (12 Punkte)

Wir iibernehmen die Notation aus Aufgabe 1 auf Blatt 10. Sei 1 < p < co. Zeigen Sie,
dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Fiir alle w € L'(G) und j € {1,..., N} gilt, dass

ITTpul| oo (1) < c][ |Tu(z)|de .

IJ
(b) Fiir alle uw € LP(G) gilt, dass
HHhuHLP(G) <c HU’HLP(G) .

Tipp: Verwenden Sie (a), Aufgabe 1 (c¢) von Blatt 10 und die Jensen—Ungleichung.
(c) Fir alle u € LP(G) gilt, dass

[ pu — uHLP(G) < Cwien)gh Ju — w”Lp(G) :

Tipp: Aufgabe 1 (b) von Blatt 10.
(d) Fiir alle v € H'?(G) gilt, dass

/ : /
1(IThw = u)ll oy < € inf [[(u =)L) -

Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass

/ |(Tpu) | de < clh_l/

J

u(x)—/ u(y)dy‘dxﬁcg/ |u| dz .
s S;

(e) Fiir alle u € H"(G) gilt, dass

[Tl — UHLP(G) <ch HU/HLP(G) :

Aufgabe 2 (Biharmonische Gleichung) (5 Punkte)
Sei Q C R", n € N, ein beschriinktes Gebiet und sei f € H2(Q) := (H2(2))*. Der
Bilaplace A% : H?*(Q2) — L*(Q) ist fiir alle w € H?(Q) durch A*u = A(Au) definiert.
Eine Funktion v € H?(Q) heiit schwache Losung des Randwertproblems fiir die
biharmonische Gleichung

Ay = f in Q,

u="0 auf 0€, (1)
%:0 auf 00,

falls fiir alle ¢ € H2(Q) gilt, dass
[ dunpds=r0).
Q
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Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram, dass (1) genau eine schwache Losung
hat.
Tipp: Zeigen Sie, dass [,(Av)*dz = 377, [(9;0;v)* dz fiir alle v € C§°(Q) und

verwenden Sie (ohne Beweis), dass
112() = G (@) .

Aufgabe 3 (Korn-Ungleichung) (3 Punkte)

Sei G C R", n € N, ein Gebiet. Zeigen Sie, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
fiir alle Vektorfelder u € H'(G,R"™) gilt

/ |Vul? dz < c/
a G
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