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Aufgabe 1 (Das Stokes—System) (6 Punkte)

Sei g C R7, n e N, ein beschré'mktgs Gebiet mit glattem Rand. Weiter seien u €
C*(G,R") N HY(G,R") und p € C'(G) eine Losung des Stokes—Systems

—Au+Vp=Ff in G,
divu=0 in G,
u=20 auf 0G|
zu gegebener rechter Seite f € C°(G, R™). Ferner sei
X:={ve HY(G,R")| divv = 0 £.i. in G}.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Das Vektorfeld u € C%(G,R") N HY(G,R") ist eine schwache Losung des Stokes—
Systems, d.h. u € X erfiillt fiir alle p € X

/Vu:chdx—Z/fcpdx,
G — Ja

wobei das Frobenius-Skalarprodukt zwischen zwei Matrizen A = (a;;); j=1
(bij)ij=1,..n € R®" durch A : B := Z?Fl a;;bi; definiert ist.

.....

(b) Der Raum X ist ein abgeschlossener Teilraum von H(G,R™).

(c) Zu jedem f € L*(G,R") existiert eine eindeutige schwache Losung u € X.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei G C R™, n € N, ein Normalgebiet. Zeigen Sie, dass fiir jedes u € ﬁl(G) und

ie{l,...,n} gilt, dass
/éh-uudx =0.
G

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei G C R™, n € N, ein beschrinktes Normalgebiet. Betrachten Sie das Randwertpro-
blem

—Au+p-Vu=f inG,
u=0 auf dG,

zu gegebener rechter Seite f € L*(G) und 8 € R"™. Finden eine sinnvolle schwache
Formulierung und weisen Sie Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung nach.

Tipp: Verwenden Sie den Satz von Lax—Milgram und Aufgabe 2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum. Zeigen Sie, dass fiir jedes x € H gilt, dass

2] = max (z,y) .
lyll=1



