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Aufgabe 1 (7 Punkte)

Sei G := (0,7)? und ¢ € C°(OG). Der Rand OG lisst sich wie folgt aufschreiben:

8G:F1UFQUF3UF4
= ({0} x [0, 7)) U ({m} x [0, 7]) U ((0,m) x {0}) U ((0,7) x {m}).

Das Ziel dieser Aufgabe ist, eine Losung u € C?(G) N C°(G) der Gleichung

—Au=0 1indG, (1)
u=¢ auf 0G, (2)

zu finden. Wir erreichen dies in folgenden Schritten:

(a) Setzen Sie voraus, dass u € C*(G) N C°(G) die Gleichung (1) und u(z,y) # 0
fiir alle (z,y)" € G', wobei G’ C G nicht-leer ist, erfiillt und die Form

u(z,y) = f(2)g(y) (3)

fiir alle (z,y)" € G’ hat. Zeigen Sie, dass ein ¢ € R existiert, sodass

f"(x) 9"(y)

= — = C

f(x) 9(y)

fiir alle (z,y)" € G’ gilt.
(b) Leiten Sie Funktionen v : G — R der Form (3) her, die (1) erfiillen.

Tipp: Unterscheiden Sie die Flle ¢ > 0, ¢ =0 und ¢ < 0 in (a) und nutzen Sie
Aufgabe 4 vom Ubungsblatt 2.

(c) Sei w € C*°(R?) definiert durch w(x,y) := Az + By+ Cxy+ D fiir alle (z,y)" €
R2. Bestimmen Sie Koeffizienten A, B,C, D € R, sodass w(z,y) = ¢(x,y) fiir
alle Eckpunkte (z,y)" € {(0,0)7,(7,0)",(0,7)7, (m,7)"} gilt. Beachten Sie,
dass w € C*°(R?) in G harmonisch ist.

(d) Sei p € CYOG) so, dass ¢|r, = 0 fiir alle 1 € {2, 3,4} ist. Zeigen Sie, dass reelle
Koeffizienten (¢, )nen existieren, sodass fiir fast alle y € [0, 7| gilt

p(0,y) = cosin(ny),
n=1

d.h. die Funktion ¢(0,-) ist durch eine Sinus-Fourierreihe darstellbar.

Tipp: Fiir jede Funktion ¢ € L*(0, 7) konvergiert ihre Fourierreihe fast iiberall
in (0,7) gegen .



(e) Seien p € C°(OG) und (¢, )nen wie in (d). Bestimmen Sie Koeffizienten a,,, b, € R,
n € N, so dass die Funktion

o0

u(w,y) = Z(anem + bpe "), sin(ny) ,

n=1

die Gleichung (1) mit der Randbedingung (2) erfiillt.

Tipp: Um (1) zu zeigen, diirfen Sie ohne Begriindung die unendliche Summe
und die Ableitung vertauschen. Man kann rigoros zeigen, dass dieser Schritt
zulédssig ist.

(f) Ahnlich wie in (e) kann man eine Losung von (1) und (2) finden, falls ¢ € C°(0G)
die Bedingung supp ¢ C I'; mit i € {2,3,4} erfiillt. Zeigen Sie mit Hilfe der
vorherigen Ergebnisse, wie man eine Losung von (1) mit (2) fiir ein allgemeines

¢ € C°(0G) findet.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Sei 2 CR", n €N, ein Gebiet und u € C°(2), so dass fiir alle Biille B = B"(z) CC Q gilt
1
- do(y).
ue) = i |, w0
Zeigen Sie, dass v € C*(€) in Q harmonisch ist.
Tipp: Bezeichne w € C*(R"), fiir alle z € R" definiert durch

coexp(—p) falls |z| < 1
w(z) = & ,
0 falls |z| > 1
den Gauf¥’schen Gldttungskern, wobei ¢y > 0 so gewahlt ist, dass fRn w(z

Definiere weiter (wp,)n>0 € C®(R") fiir alle h > 0 und 2 € R® durch wy(7) := &w(
Zeigen Sie, dass fir alle x € R™ mit dist(z, 092) > h gilt, dass

u(z) = (uwn)(z) = / wonz — y)uly) dy.
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Aufgabe 3 (6 Punkte)
Sei G C R™, n € N, ein beschriinktes Gebiet und sei u € C*(G) in G harmonisch.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle Bélle B = B'(x) CC G gilt, dass

(Vu)(@)| < = sup [uy)] .

yeOB

Tipp: Zeigen Sie, dass fiir alle i = 1,...,n die Funktion 2* € C?*(G) in G

harmonisch ist und deshalb die Mittelwertgleichungen erfiillt.
(b) Sei G’ CC G. Zeigen Sie, dass fiir alle Multiindizes o € N mit || = 23:1 a; gilt,

dass

n|a o
sup [(0%u)(y)| < (W) sup |u(y)| .

yeG’ yeG



