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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei G C R™, n € N, ein beschrinktes Gebiet, o, 8 € (0,1) und g € C%#(G). Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Falls f € C%(G) N L>®(G) und g € L>®(G) ist, dann gilt fg € COmin{afH(G).
(b) Falls f € C’O”@) ist, wobei G’ D ¢(G) ein beschrianktes Gebiet ist, dann gilt
foge (@),

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien X,Y normierte Vektorrdume und A: X — Y linear. Zeigen Sie, dass die
folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

a) A: X — Y ist beschrankt,

(a)
(b) A: X — Y ist stetig in 0,
(c) A: X — Y ist stetig,

)

(d) A: X — Y ist Lipschitz—stetig.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei G CR™, n € N, ein beschrianktes Gebiet und « € [0, n). Weiterhin sei A € L>*(G x G).
Fiir f € L*(G) definieren wir die Funktion T'f: G — R U {+oc} fiir alle z € Q durch

THE) = [ 289

N G|9U—?J|a

fy)dy.

Zeigen Sie, dass T': L*(G) — L*(G) wohldefiniert, linear und stetig ist. Zeigen Sie
insbesondere, dass ein C' > 0 existiert, sodass

1T fllz2) < Cllflle2)

fiir alle f € L*(G).
Aufgabe 4 (5 Punkte)

Fiir u € C°(R"), n € N, h > 0 und i € {1,...,n}, definiere Alu € C°(R") fiir alle

z € R™ durch "
A?U(ZE) — u(x + e;L) B u(l‘) :

wobei e; den i-ten Einheitsvektor im R™ bezeichnet. Ferner definiere fiir u € C°(R"),
n €N, und h > 0, Ayu € C°(R") fiir alle z € R" durch

Apu(zx) = Z AT AM(z)
i=1



Zeigen Sie, dass Aju € C°(R™) konsistent von der Ordnung 2 ist, d.h. zeigen Sie, dass
fiir u € C*(R") mit [|0%ul| poe(rn) < oo fiir alle @ € R™ mit |a| < 4 gilt

[ ARu — Aul|poe@ny < c(u)h?,
wobei die Konstante ¢(u) > 0 unabhéngig von h > 0 ist.
Tipp: Begriinden Sie, warum gilt

3

mit gewissem £ € R, |£| < |h|. Diese Entwicklung kénnen Sie weiter nutzen.



