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Übungsaufgaben � Blatt 1

Aufgabe 1 (Äquivalente Charakterisierung von W 1;p(Ω)) (4 Punkte)

Sei 1 < p <1, Ω � Rn, n 2 N, o�en und f 2 Lp(Ω). Dann sind die folgenden Aussage äquivalent:

(i) f 2 W 1;p(Ω).

(ii) Es existiert eine Konstante c > 0, sodass für alle ' = ('1; : : : ; 'n)> 2 C10 (Ω)n

����
Z

Ω

f div(') dx

���� � c k'kLp0 (Ω)n ;

wobei div(') :=
Pn

i=1 @i'i und p0 := p

p�1
.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Sei 1 � p � 1 und Ω � Rn, n 2 N, o�en. Zeigen Sie:

(i) Der Sobolev-Raum W 1;p(Ω) ist ein Banachraum versehen mit der Norm

k � kW 1;p(Ω) := k � kLp(Ω) + kr � kLp(Ω)n :

(ii) Für 1 � p <1 ist W 1;p(Ω) separabel. Für 1 < p <1 ist W 1;p(Ω) re�exiv.

Tipp: Betrachten Sie � : W 1;p(Ω) ! Lp(Ω) � Lp(Ω)n, de�niert durch �f := (f ;rf )> in
Lp(Ω)�Lp(Ω)n für alle f 2 W 1;p(Ω). Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass Lp(Ω)�Lp(Ω)n

versehen mit der kanonischen Summennorm

k(f ; f)kLp(Ω)�Lp(Ω)n := kf kLp(Ω) + kfkLp(Ω)n

einen Banachraum de�niert, der für 1 � p <1 separabel und für 1 < p <1 re�exiv ist.

(iii) Für 1 � p <1 existieren zu jedem f � 2 (W 1;p(Ω))� Funktionen f 2 Lp0

(Ω) und f 2 Lp0

(Ω)n,
sodass kf �k(W 1;p(Ω))� := kf kLp0 (Ω) + kfkLp0 (Ω)n und für alle g 2 W 1;p(Ω)

hf �; giW 1;p(Ω) :=

Z
Ω

f (x)g(x) + f(x) � rg(x) dx :

Bemerkung: In der Literatur ist auch oft zu lesen, dass (W 1;p(Ω))� isometrisch isomorph zu
Lp0

(Ω) + div(Lp0

(Ω)n) ist.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Sei T : X ! X eine k-kontraktive Abbildung mit 0 < k < 1 auf einem vollständigen metrischen
Raum (X; d). Sei x0 2 X, xn+1 := Txn für alle n 2 N und x := limn!1 xn in X. Zeigen Sie, dass
für alle n 2 N die folgende a posteriori Abschätzung gilt:

d(xn+1; x) �
k

1 � k
d(xn+1; xn) :



Aufgabe 4 (3 Punkte)
Sei p0 2 R. Wir betrachten das Anfangswertproblem

du

dt
= u in I := [0; 1] ;

u(0) = p0 :

(1)

Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Picard-Lindelöf, dass dieses Anfangswertproblem eine eindeutige
Lösung besitzt. Der Satz von Picard-Lindelöf zeigt auÿerdem, dass die Lösung dieses Anfangswert-
problems ein eindeutiger Fixpunkt von T : C0(I) ! C0(I), für alle v 2 C0(I) de�niert durch

(Tv)(t) := p0 +

Z t

0

v(s) ds für alle t 2 I ; (2)

ist. Weiter besagt der Satz von Picard-Lindelöf, dass der eindeutige Fixpunkt als gleichmäÿiger Gren-
zwert der Picard-Iteration, d.h. der Folge un+1 := Tun für alle n 2 N und ein geeignetes u0 2 C0(I),
ist. Berechnen Sie mindestens drei Iterierte der Picard-Iteration, d.h. (un)n2f1;2;3g, für ein u0 2 C0(I).
Leiten Sie daraus eine allgemeine Formel für alle (un)n2N ab und bestimmen sie für n !1 die ein-
deutige Lösung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 5 (2 Punkte)
Seien a; b > 0, I := [�a; a] und Q := I � [�b; b]. Wir betrachten das Anfangswertproblem

du

dt
=
p
juj in I ;

u(0) = 0 :

Prüfen Sie, ob die Funktion f : Q! R, de�niert durch f (t; x) :=
p
jx j für alle (t; x)> 2 Q, den Vo-

raussetzungen des Satzes von Picard-Lindelöf genügt. Prüfen Sie weiter, ob das Anfangswertproblem
auf I keine, eine oder mehrere Lösungen besitzt.

Bitte werfen Sie Ihre Lösungen bis spätestens 23. Oktober 2023, 10 Uhr in den Briefkasten im
Untergeschoss des Matheinstituts.


