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Ubungsaufgaben — Blatt 9

Aufgabe 1 (p-Laplace-Problem mit inhomogenen Randdaten) (5 Punkte)

Sei O C RY d > 2, ein beschrianktes Gebiet und p € (1,00). Zeigen Sie, dass fiir beliebige
f € LP(Q) und g € W'P(Q) eine eindeutige schwache Losung des Problems

—div(|VulP?Vu) = f  in Q,
u=g auf 002,

existiert, d.h. dass es genau ein u € W'?(Q) gibt, sodass v — g € W, "(Q) und
/ VP2V - Vode = / fodz  fir alle v € WEP(Q) . (1)
0 0

Tipp: Bezeichne A: W'?(Q) — (W, ”(Q))* den Operator, der durch die linke Seite in (1) definiert
ist. Betrachten Sie den Operator A,: Wy () — (Wy™"(Q))*, definiert durch Aju == A(u + g) in
(WoP(Q))* fur alle u € WyP(Q).

Aufgabe 2 (p-Laplace-Problem mit Divergenz-Nebenbedingung) (5 Punkte)

Sei 2 C R?, d > 2, ein beschranktes Lipschitz-Gebiet und p € (1,d). Seien weiter g;: R — R,

i=1,...,d, stetige Funktionen, die den Bedingungen (2.17) fur r < p* = ddfpp und (2.23) der

Vorlesung geniigen. Wir definieren die Abbildung g : R? — R? durch g(a) := 2% | g(a;)e; fiir alle
a:=(ag... ,ad)T € R?, wobei e; € S¥! den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeigen Sie, dass fiir
beliebiges f € L” ()¢ eine schwache Lésung des Problems

—div(|Vul[f?Vu) + g(u) =f in Q,
divu=0 inQ,
u=0 auf 00,

existiert, d.h. dass es ein u € V, := {u € Wy?(Q)¢ | divu = 0} gibt, sodass
/Q|Vu|p_2Vu :Vv+g(u) - vdr = /Qf-vd:v fur alle veV,.

Dabei versehen wir den Raum V,, mit der Gradientennorm || - ||, := ||V - || o ()axa.

Tipp: Verwenden Sie Lemma 2.16 von Kapitel 3.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei V' ein reflexiver Banachraum, H ein Hilbertraum und j: V' — H eine dichte Einbettung, d.h. j
ist stetig, injektiv und R(j) liegt dicht in H. Bezeichne weiter R: H — H* der Riesz-Isomorphismus
bezliglich H. Zeigen Sie, dass die kanonische Einbettung ¢ := j* o Ro j: V — V* ebenfalls ein
dichte Einbettung ist.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt insbesondere, dass im Falle eines reflexiven Banachraums V/, die
Adjungierte j*: H* — V* immer eine dichte Einbettung ist.



Aufgabe 4 (5 Punkte)

Sei (V, H,j) ein Gelfand-Tripel, I == (0,7), T < oo, und p € (1,00). Seien weiter u € L?(I;V)
und w € LP (I;V*). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen aquivalent sind:

du — w € L (I; V*) im Sinne von

(i) w € LP(I;V) besitzt die verallgemeinerte Zeitableitung
Definition 2.39 des Kapitels 3.

(ii) Die Ableitung der Distribution T¢, € D'(I,V*) (cf. Kapitel 3, Bemerkung 2.40 (i)) erfillt
(T.,) = T, in D'(I,V*). Dabei ist e: LP(I,V) — L¥'(I,V*) die durch die kanonische
Einbettung e: V' — V* induzierte Einbettung von Kapitel 3, Bemerkung 2.40 (ii).



