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Ubungsaufgaben — Blatt 10

Aufgabe 1 | o (2 Punkte)

Sei (V, /’LJ) ein Gelfand-Tripel, I == (0,T7), 0 < T < o0, und p € (1, 00). Seien weiter v € V und
@ € CY(I). Zeigen Sie, dass fiir die Funktion u € LP(I; V), definiert durch u(t) == ve(t) in V fiir
fast alle t € I, gilt, dass u € WP (I;V,V*) mit s

| ddet“ = g'e(v) in LP(I;V*).

wobei e: — V* die kanonische Einbettung zu (V, H, j) ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei Q C RY, d > 2, ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet, I := (0, T), T < oo, und s > 0. Sei weiter
der Operator A: L2(I; Wy?(Q)) — (L*(I; Wp(R)))* definiert durch

(Au, V>L2(I;W01'2(Q)) = // Vu-Vv —suvdxdt
1Ja

fiir alle u, v € L2(I; W, ?(R)). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) A: L2(I;W;2(Q)) — (L2(I; Wy2(R)))* ist wohldefiniert und beschrankt.

(ii) Die Einschriankung A: L2(I;W;2(Q)) N L®(I; L3(Q)) — (L*(I;W,3(Q)))* ist Bochner-
pseudomonoton und Bochner—koerziv.

(iii) Fiir ein hinreichend groResis > 0 ist A: L2(I; W, %(Q)) — (L*(I; W, 2(£)))* nicht koerziv.
Tipp: Zeigen Sie, dass fiir hinreichend groRes s > 0 eine Funktion v € W, *(RQ) existiert, sodass
HVvaz(Q s||v|| ) < 0 gilt, und betrachten Sie dann die Folge (un)neN C L2(I;Wy3(Q)),
definiert durch u,(t, x) = f,(t)v(x) fiiralle (t,x)" € I x Qund n € N, wobei (f,)nen C L3(I)
mit || f,]|2(r) — oo (n—00).

(iv) Fiir ein hinreichend groRes s > 0 folgt fiir (u,,),,eN C L2(L;W32(Q)) N L2(T; L3(Q)) und
u € L2(I;Wy3(Q)) N L®(I; L%(Q)) aus

u, = u in L2(I;W,%(Q)) (n— o),
Uy — U in L®(I; L*(Q)) (n— 00),
lim sup (Aun, un — ) 22y < 0,
n—o6o

im Allgemeinen nicht, dass

(Au, u = v) 22y < Ii,?licgf (Aup, u, — V>L2(I;Wg}2(9))
fiir alle v € L2(I; W, ?(Q)). Insbesondere ist A: L2(I; Wy3(R)) — (L2(I; Wy(2)))* nicht
pseudomonoton.
Tipp: Betrachten Sie I := (0,27) und (up)nen € L2(I; W, 2(Q)) N L=(I; L3(R)), definiert
durch u,(t, x) == £,(t)v(x) fiir alle (t, x)T € I x Q, wobei v € Wy*(Q) so wie im Tipp zu (iii)
gewahlt ist und f,(t) := sin(nt) fiir alle n € N und t € I. Sie diirfen ohne Beweis verwenden,
dass f, = 0in L?(I) (n — o0) und ||f, HL2(I) — min (n — 00).



Bemerkung: Diese Aufgabe soll unterstreichen, dass die Begriffe Pseudomonotonie und Koerzivitat
fir die Behandlung instationdrer Probleme ungeeignet sind, d.h. von vielen instationdren Operatoren
nicht erfiillt werden, wohingegen die Begriffe Bochner-Pseudomonotonie und Bochner-Koerzivitat
genau an die Beschaffenheiten instationdrer Probleme angepasst sind, d.h. Informationen, die von
der Zeitableitung stammen wie die *—schwache Konvergenz in L°(I; L?(Q2)) und die fast iiberall
schwache Konvergenz in L2(Q), beriicksichtigen.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet und I := (0, 27). Wir definieren weiter Vo :={v &
W;2(Q)? | divv = 0} und H als den Abschluss von V5 in L?(Q)2. Zeigen Sie, dass der instationire
konvektive Term C: L3(I;V,) N L*®(I; H) — (L?(I; \»))*, definiert durch

<CU,V>L2(I;\/2) ZI—//U®UZVVdth
I1JQ

fir alle u € L2(I; Vo) N L®(I; H) und v € L?(I;V,), wohldefiniert und beschrinkt ist, aber fiir
(up)nen C L2(I; Vo) N L®(I; H) und u € L?(I; Vo) N L*®(I; H) aus

u, —u in L>(I: V) (n— o),
u, —u in L*(I; H) (n— 00),
limsup (Cu,, u, — u) 21,y <0,

im Allgemeinen nicht folgt, dass (Cu, u — w)>(1.1,) < liminf,_ o (Cu,, u, — W) 21,1, fiir alle w €
L2(1; V5).

Tipp: Sie diirfen fiir die Wohldefiniertheit und Beschranktheit ohne Beweis verwenden, dass eine Kon-
stante ¢, > 0 existiert, sodass fiir alle u € V, die zwei dimensionale Ladyzhenskaya—Ungleichung

[ullfeqy < allullf2opelVullf2 e

gilt. Fiir das Gegenbeispiel betrachten Sie die Folge (u,),eny € L%(I; V) N L®(I; H), definiert
durch u,(t, x) == f,(t)v(x) fiir alle (t,x)T € I x Q und n € N, wobei v € V, so gewihlt ist, dass
Jov®v: Vwdx <0 fiir ein w € V5, und f,(t) := sin(nt) fiir alle n€N und tI. Begriinden Sie
warum solche v, w € \, existieren.

Bemerkung: Der instationire konvektive Term C: L2(I; V5)NL®(I; H) — (L2(I; 4))* ist wahrschein-
lich das beriihmteste Beispiel eines instationaren Operators, der nicht pseudomonoton ist. Bezeichne
C: , = V5, definiert durch

(Cu, )y, ::—/u®u:VvdX:/[Vu]u-vdx
Q Q

fir alle u,v € V,, den stationdren konvektiven Term C: , — V5 in zwei Dimensionen. Wie in
Kapitel 3, Lemma 2.33, kann man zeigen, dass auch C: , — V4" wohldefiniert, beschrankt, vollstetig
und damit pseudomonoton ist. Der konvektive Term C: , — V5" ist also ein weiteres Beispiel eines
pseudomonotonen Operators, der einen nicht pseudomonotonen instationdren Operator induziert.
Man kann jedoch zeigen, dass C: L?(I; V5)NL>®(I; H)— (L?(I; V4))* Bochner-pseudomonoton ist.

Bitte werfen Sie |hre Lésungen bis spatestens 8. Januar 2023, 10 Uhr in den Briefkasten im
Untergeschoss des Matheinstituts.



