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Ubungsaufgaben — Blatt 11

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Sei Q C R, d > 2, ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und p € (d2_fz' oo). Seien weiter g;: R — R,

i=1,...,d, stetige Funktionen, die den Bedingungen (2.17) fiir r < ry := p%2 und (2.23) der
Vorlesung geniigen. Wir definieren die Abbildung g: RY — R? durch g(a) == Y7, gi(a;)e; fiir alle
a=(ag,...., ad)T € RY, wobei e; € S9! den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen gelten:
(i) (Vp, H,idy,), wobei V, == {u € Wy P(Q)? | divu = 0} mit der Norm || - v, = IV - || Lo(a)axd
ausgestattet ist und H der Abschluss von V, beziiglich des L?(2)?-Skalarproduktes, bildet ein

Gelfand-Tripel.
(ii) Zu beliebigen f € LP(I; V) und uy € H existiert ein u € Wpr(I; Vp, V) mit einem
Reprisentanten u. € C°(I; H), sodass u.(0) = ug in H und fiir alle v € LP(I;V,) gilt

de
/< d:(t),v(t)> dt—l—//|Vu\p_2Vu: Vv + g(u) - vdxdt
I V, I1JQ

- / (6(8), v(t))v, dt.

I

wobei e: V, — A die kanonische Einbettung zu (V,,, H, idy,) bezeichnet.

(iii) Falls ein > 0 existiert, sodass
(g(a) —g(b)) - (a—b) > —ula—bf* firallea,bcR?,
dann ist die Lésung u € WP#(I;V,, V) in Aufgabenteil (ii) eindeutig.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei Q2 C R? ein beschrinktes Gebiet und I .= (0,T), 0 < T < oo. Zeigen Sie, dass zu beliebigen
f € L*(I; V) und up € H ein eindeutiges u € W'>3(I; 5, V') mit einem Reprasentanten u. €
CO(I; H) existiert, sodass u.(0) = ug in H und fiir alle v € L?(I; V,) gilt

/I<d(;e;‘(t),v(t)>v2dt‘+/I/Q [Vu—u@u]:Vvdxdt:/l(f(t),v(t)mdt'

wobei e: Vo, — V;* die kanonische Einbettung zu (V5, H, idy,) bezeichnet.

Tipp: Nutzen Sie fiir die Eindeutigkeit die Ladyzhenskaya—Ungleichung aus dem Tipp von Aufgabe 3
von Blatt 10.

Bitte werfen Sie |hre Losungen bis spatestens 15. Januar 2023, 10 Uhr in den Briefkasten im
Untergeschoss des Matheinstituts.



