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Aufgabe 1 (14141 Punkte)
Sei A € R™ ™ eine positiv definite Matrix, d.h es gelte z " Az > 0 fiir alle z € R™\ {0}.

(a) Zeigen Sie, dass A reguldr ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle k € {1,...,n} die k x k-Untermatrix Ay = (ai;)1<i j<kr ebenfalls positiv
definit ist.

(c) Zeigen Sie, dass alle reellen Eigenwerte von A positiv sind.

Bemerkung. Eine Konsequenz dieser Aufgabe und Satz 3.1 ist, dass positive definite Matrizen eine
eindeutige normalisierte LU-Zerlegung besitzen.

Aufgabe 2 (142 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die reguldre Matrix A; = l(l) (1)] keine normalisierte LU-Zerlegung und keine

Cholesky-Zerlegung besitzt.

(b) Berechnen Sie die normalisierte LU-Zerlegung von As und die Cholesky-Zerlegung von As mit

5 3 1 9 12 9
A= |10 8 8 Ag = |12 41 22
15 11 10 9 22 38
Aufgabe 3 (3 Punkte)

Fir k € {1,...,n—1} sei Ly :=1I,, — ﬁke; € R™"™ mit Vektoren ¢ :=[0,...,0, 541k, ..., ln k] und es
sei L = L,_1---Ly. Zeigen Sie, dass

n—1
I =L+ Y e
k=1

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die invertierbaren (normalisierten) unteren Dreiecksmatrizen eine Gruppe bilden, d.h.
sind L, L1, Lo € R™" (normalisierte) untere Dreiecksmatrizen und gilt det(L) # 0, so sind L~! und
L Ly ebenfalls (normalisierte) untere Dreiecksmatrizen.



Aufgabe 5 (4 Punkte)
Sei A € R™" eine Matrix, die aus vier Teilblocken besteht:

A A
A= ,
[A21 AzJ

wobei Ajp € R™™ Ay € R™(=m) Ay € R(MM)X™m ynd Ay € R(=")%(n=m) Eg gei angenommen,
dass jede k x k-Untermatrix von A mit k € {1,...,n} reguldr ist.

(a) Uberpriifen Sie, dass
I A Az| _ |An Ag
—Ag AT I| [Ag Ag Agy — A1 AT Ara

(b) Die Matrix A2; kann nach m-Schritten des Gaufiverfahrens eliminiert werden. Zeigen Sie, dass
der resultierende untere rechte Block wieder Aoy — AglAilAlg ist.

Bemerkung. Teil (a) kann als das Gaufiverfahren auf Ebene der Matrixblocken interpretiert werden.
Die Matrix Agg — AglAﬁlAlg heifit das Schur-Komplement von Aq; in A.



