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Aufgabe 1 (Methode der kleinsten Quadrate und Moore-Penrose-Inverse) (3+2+1+3+2
Punkte)
Es sei A ∈ Rm×n, mit m ≥ n, und b ∈ Rn.

(a) Zeigen Sie, dass eine eindeutige Matrix A† ∈ Rn×m existiert, so dass

AA†A = A, A†AA† = A†, (AA†)⊤ = AA†, (A†A)⊤ = A†A.

(b) Angenommen dass rank(A) = n, zeigen Sie, dass A† = (A⊤A)−1A⊤.

(c) Angenommen, dass A invertierbar ist (insbesondere n = m), zeigen Sie, dass tatsächlich A† = A−1

gilt. Aus diesem Grund heißt A† auch eine verallgemeinerte Inverse.

(d) Zeigen Sie, dass die allgemeine Lösung des Ausgleichungsproblems

Minimiere x 7→ ∥Ax − b∥2
2 , (1)

die Form x† + (In − A†A)w hat, wobei x† := A†b und w ∈ Rn ist beliebig. Zeigen Sie dazu, dass
x† in Im(In − A†A)⊥ liegt.

(e) Man kann beweisen, dass das folgende Problem mindestens eine Lösung besitzt

∥x†∥ = inf {∥x∥ | x ∈ X und x ist eine Lösung von (1)}

Zeigen Sie, dass tatsächlich x† = A†b; d.h. x† ist die Lösung des Ausgleichungsproblems mit der
kleinsten Norm.

(f) [Bonus +3 Punkte] Zeigen Sie, dass

A† = lim
ε→0

((A⊤A + εIn)−1A⊤) = lim
ε→0

(A⊤(AA⊤ + εIm)−1)

(g) [Bonus +1 Punkt] Definiere A(ε) := ( 1 0
0 ε ). Zeigen Sie, dass limε→0 A(ε)† nicht existiert; dies zeigt,

dass die Moore-Penrose-Inverse A 7→ A† nicht unbedingt stetig ist.
Tipp zum Teil (d): Zeigen Sie, dass P̃ := In − A†A eine Orthogonalprojektion ist, und dass Im(P̃ ) = ker(A).
Tipp zum Teil (e): Benutzen Sie Teil (d) und den Satz von Pythagoras.

Aufgabe 2 (1+2+2 Punkte)

(a) Seien A, B ∈ Rm×m orthogonal äquivalent, d.h. es gibt Q ∈ O(m), sodass A = QBQ⊤. Zeigen
Sie, dass A und B die gleiche Singulärwerte besitzen.

(b) Sei A ∈ Rm×m symmetrisch. Zeigen Sie, dass

{σj : σj ist ein Singulärwert von A} = {|λj | : λj ist ein Eigenwert von A}

(c) Sei A ∈ Rm×n. Zeigen Sie mithilfe der Singulärwertzerlegung, dass

rank(A⊤A) = rank(AA⊤) = rank(A) = rank(A⊤)


