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Analysis 1






Sprech- und Schreibweisen

Mathematische Sachverhalte werden mithilfe von Aussagesétzen (Aussagen)
formuliert und benutzen oft die Mengenschreibweise. Dies gilt analog fiir
das mathematische Argumentieren und Beweisen. Einige der dabei iiblichen
Ausdrucksweisen wollen wir jetzt zusammenstellen, weitere folgen bei Bedarf.

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung von unterscheid-
baren mathematischen Objekten; diese Gesamtheit wird dann als neues Ob-
jekt angesehen. Diese plausibel klingende Erklédrung pflegt man in der Ma-
thematik als ,,naiv* zu bezeichnen. Sie bedarf ndmlich der Prézisierung. Eine
strenge Begriindung der Mengenlehre ist aber zum jetzigen Zeitpunkt weder
notwendig noch angebracht. Erfahrungsgeméf kann man in der elementaren
Analysis mit diesem naiven Gebrauch von Mengen sehr gut arbeiten. Wir
werden also nicht genau definieren, was eine Menge sein soll, sondern le-
diglich gewisse Mengen als gegeben ansehen und gewisse Vorschriften, neue
Mengen zu bilden, als zuléssig betrachten. Mit anderen Worten, wir verwen-
den die Mengenlehre lediglich als eine bequeme und klare Sprechweise und
nicht als das axiomatisch begriindbare Fundament der Mathematik, als das
sie sich in einem spéteren Stadium darstellt.

Folgende Abkiirzungen werden verwendet:

x € M bedeutet: z ist Element von M
x ¢ M bedeutet: x ist nicht Element von M

Nach Definition werden zwei Mengen M, N genau dann (dies heifit: dann
und nur dann) als gleich angesehen, geschrieben M = N, wenn sie dieselben
Elemente enthalten. Die Menge, die kein Element enthélt, heiflt leere Menge,
sie wird mit §) bezeichnet. Fiir konkrete Mengen, die im Verlauf einer mathe-
matischen Darstellung auftreten, sind verschiedenartige Bezeichnungsweisen
iiblich, zum Beispiel:

{a1,...,a,} ist die Menge, deren Elemente genau die Objekte aq,...,a,
sind (sie diirfen in beliebiger Reihenfolge hingeschrieben werden).

{z € M| A(z)} ist die Menge aller z € M (M eine gegebene Menge), die
die Eigenschaft A besitzen (manchmal wird die Grundmenge M weggelassen).

Aus gegebenen Mengen kann man neue bilden nach den folgenden Vor-
schriften:
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M; N My = {x|xEM1 und x € Ms}
ist der Durchschnitt von My und Mo,

M; UM, = {x’xEMl oder z € My}
ist die Vereinigung von M7 und Moy,

My \ My :={z|z € My und = ¢ M,}

ist die (mengentheoretische) Differenz von M; und Ms.

M heifit Teilmenge von My, geschrieben My C My, wenn jedes Element
von M; auch Element von Ms ist. Offenbar gilt M; = Ms genau dann, wenn
My C My und My C M, ist.

Mathematische Aussagen sind sprachliche Gebilde, von denen es sinnvoll
ist zu fragen, ob sie wahr oder falsch sind. Aussagen sind entweder wahr (W)
oder falsch (F). Aus gegebenen Aussagen A, B kann man mit den folgenden
Verkniipfungen neue bilden:

- A (nicht A) Negation
AAB (A und B) Konjunktion
AVvB (A oder B) Adjunktion
A =B (A impliziert B) Implikation

A< B (A und B sind dquivalent) Aquivalenz

Die folgende Tafel legt fest, wie diese Verkniipfungen gebraucht werden.

A B|-A AAB AVB A=B A<B
W W F W W W W
W F F F \W% F F
F W W F W W F
F F W F F W W

Folgenden Bestandteile von Aussagen werden als Quantoren bezeichnet:

V x bedeutet: fir alle x
Jx bedeutet: es gibt ein x

Beide Quantoren werden immer nur in Verbindung mit Aussagen verwendet,
die von einer Variablen abhingen, z.B. 32 € M : A(x) bedeutet: Es gibt ein
Element z aus der Menge M, so dass die Aussage A(z) wahr ist. Aussagen
mit Quantoren kénnen auch negiert werden. Diese Negationen sind wie folgt
definiert:

“(VzeM:A(z)) wirdzu Jz € M :-A(x)
—(FzeM:Alz)) wirdzu Ve € M : —A(x)



1 Die reellen Zahlen

Grundlage der Analysis sind die reellen Zahlen. Was sind Zahlen? Natiirlich
kann jeder mit Zahlen umgehen und hat geniigend Erfahrung, um von ih-
rer Niitzlichkeit iiberzeugt zu sein. Die Frage, was eine Zahl ,wirklich® ist,
wird man schwerlich verniinftig beantworten kénnen; das ist aber auch nicht
notwendig, sondern es geniigt zu wissen, wie man mit Zahlen umgeht. Wir
wollen hier nicht den Versuch machen, explizit zu sagen, was reelle Zahlen
sind, sondern lediglich gewisse Regeln festlegen, nach denen man mit reellen
Zahlen rechnen und anderweitig umgehen kann. Wir werden dabei bemiiht
sein, so wenige Regeln wie moglich an den Anfang zu stellen und aus diesen
alle anderen Regeln als Folgerungen herzuleiten. Dieses Vorgehen ist heute
typisch fiir den Aufbau einer mathematischen Theorie: Gewisse Grundbe-
griffe werden undefiniert an den Anfang gestellt und gewisse Aussagen iiber
diese Grundbegriffe als wahr angenommen. Weitere Begriffe diirfen dann nur
durch Riickgriff auf bereits gegebene definiert werden, und weitere Aussa-
gen miissen aus bereits bekannten hergeleitet werden. Die an den Anfang
gestellten Aussagen bezeichnet man als Aziome. Sie haben in gewissem Sinn
den Charakter von , Spielregeln“. In diesem Sinn wollen wir also jetzt ein
Axiomensystem fiir reelle Zahlen angeben und erste Folgerungen daraus her-
leiten. Wir teilen das Axiomensystem in mehrere Axiomgruppen auf, die wir
einzeln betrachten.

1.1 Die Korperaxiome

Gegeben sei eine nichtleere Menge R. Thre Elemente werden wir spéter reelle
Zahlen nennen. Je zwei Elementen a, b € R sei ein Element a+b, genannt ihre
Summe, und ein Element a - b (meist ab geschrieben), ihr Produkt, eindeutig
zugeordnet. Dabei sollen folgende Aussagen gelten:
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Die Korperaxiome

(1.1) Va,b,ceR:a+ (b+¢c)=(a+b) +c
»Assoziativgesetz der Addition*

(Bedeutung der Beklammerung: a+ (b+c¢) := a+d mit d := b+ ¢, und analog
in anderen Fillen)

(1.2) Ya,beR:a+b=b+a
,Kommutativgesetz der Addition*

(1.3) 0 eR VaecR:a+0=0a
,, Existenz eines neutralen Elements der Addition®

(14) VaeR I—a€R:a+(—a)=0
,Existenz eines inversen Elements der Addition*

(1.5) VYa,b,c € R : a(bc) = (ab)c
(1.6) Va,beR:ab=ba
(1.7) 31 e R\{0} VaeR:a-1=a

(1.8) Va e R\{0} Ja~ ' €R:aa ! =1

(1.9) Ya,b,c e R:a(b+c) =ab+ ac
,, Distributivgesetz*

Bemerkung. Wegen der Assoziativgesetze diirfen wir schreiben:

a+(b+c)=(a+b)+c=1a+b+c,
a(bc) = (ab)c =: abe.

Folgerungen aus den Axiomen

1.10 Behauptung. Die Zahl 0 ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei 0 € R ein weiteres Element mit a+0’ = a fiir alle a € R. Speziell
gilt dann 0+ 0" = 0. Nach (1.3) gilt 0’ +0 = 0’. Nach (1.2) ist 0+0" = 0’ +0.
Somit folgt aus den letzten drei Gleichungen 0 = 0. m

1.11 Behauptung. Zu a € R ist —a eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei a’ € R ein Element mit a + o' = 0. Addition von —a ergibt
—a+(a+d') = —a. Aus (1.1) folgt (—a+a)+a’ = —a. Wegen —a+a(1;—2)a+

(7(1)(1:4)0 und 0 + a’(I:'Q)a’ + O(lig)

a’ folgt a’ = —a. m
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1.12 Behauptung. —0 = 0.

(1.4) (1L2) (13)

Beweis. Es gilt 0°="0+ (—0) 0+0 0. L]

Bezeichnungen. Statt a + (—b) schreibt man a — b, genannt Differenz von
a und b.

1.13 Behauptung. Seia,b € R. Die Gleichung a+x = b hat eine eindeutig
bestimmte Losung x € R.

Beweis. Wegen a+(b—a)(lﬁ)a—l—(—a—i—b)(lil)(a—i—(—a))+b =0+b=0+0=0b

ist £ = b — a eine Losung. Sei y € R ein Element mit a + y = b. Dann ist
b—a=-a+b=-a+(a+y)=(—a+a)+y=0+y=y. "

1.14 Behauptung. Fiir alle a € R gilt —(—a) = a.
Beweis. Nach Definition ist —(—a) das Inverse von —a, d.h. es gilt (—a) +

(—(—a)) = 0. Andererseits ist (—a) + a = a + (—a) = 0. Aus Behauptung
1.11 folgt —(—a) = a. L]

1.15 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt —(a + b) = —a — b.
Beweis. Es gilt (a4+b) —(a+b)=0und (a+b)+(—a—-b)=a+(b—a—

b) =a+ (—a+b—->b) =a+ (—a)+ 0 = 0. Aus Behauptung 1.11 folgt die
Behauptung. n

Vollig analog wie die vorstehenden Behauptungen beweist man die fol-
genden Aussagen iiber die Multiplikation anstelle der Addition:
1.16 Behauptung. Die Zahl 1 ist eindeutig bestimmt.
1.17 Behauptung. Zu a € R\ {0} ist a=! eindeutig bestimmt.

1.18 Behauptung. Sei a € R\ {0},b € R. Die Gleichung ax = b hat eine
eindeutig bestimmte Losung x. Die Lisung ist a='b =: 3 =:b/a.

1.19 Behauptung. Fir alle a € R\ {0} gilt (a™')~! = a.
1.20 Behauptung. Fir alle a,b € R\ {0} gilt (ab)"t=b"ta "t =a"1b7L.

Erst die nachstehenden Folgerungen benutzen auch das Distributivgesetz.

1.21 Behauptung. Fiir alle a,b,c € R gilt (a + b)c = ac + be.

( C

1i‘))ca + cb(liﬁ)

Beweis. Es ist (a + b)c(liﬁ)c(a +0b) ac + bc. m

1.22 Behauptung. Fir allea € R gilt a -0 = 0.
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Beweis. Wir haben a-0—|—a~0(]i9)a(0+0) =a-0.Daaucha-0+0=a-0
ist, folgt a - 0 = 0 aus Behauptung 1.13. ]

1.23 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt ab = 0 genau dann, wenn a = 0
oder b =0 ist.

Beweis. (=) Seiab = 0und etwa a # 0. Dann folgt 0 = a_l(ab)(g)(a_la)b =
1-b=0, also b =0.

(<) Sei @ = 0 oder b = 0, etwa b = 0. Dann ist ab = a - 0 = 0 nach
Behauptung 1.22. [

1.24 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt (—a)b = —(ab).

Beweis. Es ist ab + (fa)blgl(a +(—a)b=0- b'Z2°0 und ab + (—(ab)) = 0.
Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt die Behauptung. ]

Speziell ist also (—1)b = —b fiir alle b € R.
1.25 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt (—a)(—b) = ab.

Beweis. Esist (—a)(—b)'2" — (a(=b))'2" — (—(ab))'Zab. -
Bemerkung. Ein Tripel (M, +,-), bestehend aus einer nichtleeren Menge
M und zwei Verkniipfungen + und - auf M, fiir die die Axiome (1.1)—(1.9)
(mit M anstelle von R) gelten, wird als (kommutativer) Korper bezeichnet.

Wie man leicht nachweist, gibt es einen Koérper (M, +,-) mit M = {0,1}
und der Eigenschaft 1+ 1 = 0. Aus den Korperaxiomen l48t sich also noch
nicht herleiten, dass 1 + 1 # 0 ist.

1.2 Die Anordnungsaxiome

Zusétzlich nehmen wir nun an, dass auf der Menge R eine Beziehung < (ge-
lesen , kleiner als*) gegeben ist, die zwischen zwei Zahlen bestehen kann. Fiir
je zwei Zahlen a,b € R ist also a < b eine Aussage, die wahr oder falsch sein
kann. Wir fordern die folgenden Regeln, die sogenannten ,, Anordnungsaxio-
me“.

(2.1) Va,beR:a#bs (a<bVb<a)
,, Vergleichbarkeit“

(2.2) Va,b,ceR:(a<bAb<c)=a<c
,, Transitivitat
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(2.3) Ya,b,ceR:a<b=a+c<b+c
»Monotoniegesetz der Addition*

(24) Va,b,ceR: (a <bA0<c¢)= ac<bc
»,Monotoniegesetz der Multiplikation*

Bezeichnungen.

a>b:eb<a (> wird gelesen: ,grofler als®)
a<b:sa<bodera=b
a>b:sa>bodera=">

Statt a < b und b < ¢ schreibt man kurz a < b < c. Hierfiir sagt man auch,
,,b liegt zwischen a und c“.

Definition. a € R heifit positiv (negativ), wenn a > 0 (bzw. a < 0) ist.

Wir leiten nun aus den Anordnungsaxiomen (und den Koérperaxiomen) einige
Folgerungen her.
2.5 Behauptung. Va,beR:a <b= —b < —a.

Beweis. Gelte a < b. Aus (2.3) (mit c=—a—1b) folgta—a—b<b—a—b,
also —b < —a. L]

2.6 Behauptung. Va,b,d', 0’ e R: (a<bAd <V)=>a+d <b+V.

Beweis. Aus a < bund o’ <V folgt nach (2.3) a+a' <b+d =d +b<
b +b=>b+10, nach (2.2) ist alsoa +a’ < b+ . =
2.7 Behauptung. Va,b,a’,b' e R: (0<a<bA0<d <¥V)=ad <bV.

Beweis. Ist o' =0, so ist aa’ = 0 und 0 < bb’ nach (2.4), also aa’ < bb'. Sei
jetzt 0 < a’. Nach (2.4) ist aa’ < ba’ < b, nach (2.2) also aa’ < bb'. m

2.8 Behauptung. Va,b,c e R: (a <bAc<0)= ac> bc.

Beweis. Aus ¢ < 0 folgt nach Behauptung 2.5 0 < —c und damit nach (2.4)
a(—c) < b(—c¢), also —(ac) < —(bc) und somit nach Behauptung 2.5 ac >
be. (]

2.9 Behauptung. Va € R\ {0} : aa > 0.

Beweis. Ist a > 0, so folgt die Behauptung aus (2.4). Andernfalls ist nach
(2.1) a < 0, also —a > 0 und daher nach Behauptung 1.25 und (2.4) aa =
(—a)(—a) > 0. -
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Insbesondere gilt 1 > 0, da wegen (1.7) gilt 1 # 0 und wegen 2.9 gilt
1=1-1>0. Aus 1 > 0 und Behauptung 2.6 folgt 1 +1 > 0+ 0 = 0; wegen
1+1>0ist 14+ 1 # 0, was allein aus den Korperaxiomen nicht gefolgert
werden konnte.

2.10 Behauptung. Va€R:a>0=a"! > 0.

Beweis. Sei a > 0. Es gilt a=! = (aa™1)a™! = a(a~*a™!) > 0 nach Be-

hauptung 2.9 und (2.4) (denn wegen aa~! = 1 und Behauptung 1.23 ist

a"l #£0). L]
Analog ergibt sich: Va € R:a < 0= a~! < 0.

2.11 Behauptung. Va,beR:0<a<b=a"! >b"1.

Beweis. Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 und daraus a=*b=1 = (ab)~! >0

nach Behauptung 2.10. Hieraus und aus a < b folgt nach (2.4) aa='b~! <
ba~ b1, also b1 < a7l [

Bezeichnungen. RT :={z e R |z > 0}
Fiir a,b € R mit a < b wird definiert:

[a,b) :={zeR|a<z<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) :={x €eR|a<x<b} offenes Intervall

(a,b] :={x eR|a<xz<b} halboffenes Intervall
[a,0) :={x eR|a<x<b} halboffenes Intervall

In jedem Fall heilit b — a auch die Ldinge des Intervalls. Ferner wird definiert:

Das Symbol oo ist dabei nur zur Vereinfachung der Schreibweise gew#hlt; es
ist kein Element von R. Alle vorstehend definierten Mengen, dazu @) und R,
heiflen Intervalle.

Definition. Fiir a € R sei

1 a falls a > 0,
al ;==
—a falls a < 0.

Die Zahl |a| heifit der Absolutbetrag oder kurz der Betrag der Zahl a.
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Folgerung (Eigenschaften des Absolutbetrages). Unmittelbar aus der
Definition folgt fiir alle a € R:

la| > 0,

la]=0<a=0,
—laf <a <|a.

2.12 Behauptung. Va € R: | —a| = |q|

Beweis. Fallunterscheidung;:
1. Fall: @ > 0. Dann ist |a| = a und | — a| = —(—a) = a.

2. Fall: @ < 0. Dann ist |a| = —a und | — a| = —a. n

2.13 Behauptung. Fir alle a,b € R gilt |ab] = |a|b].

Beweis. Fallunterscheidung:

1. Fall: ¢ > 0 und b > 0. Dann ist ab > 0, also |ab| = ab, und es ist |a| = a,
|b] = b, also ab = |a]|b].

2. Fall: @ > 0 und b < 0. Dann ist ab < 0, also |ab| = —ab, und es ist |a| = a,
|b| = —b, also —ab = |a]|b].

3. Fall: @ <0 und b > 0. Analog.

4. Fall: a <0 und b < 0. Analog. [
1

2.14 Behauptung. Va € R\ {0} : ‘f‘ = Tdl
a

Beweis. Aus 1= |1| = |a- %\ = lal - ’%‘ folgt die Behauptung. L]

2.15 Behauptung (Dreiecksungleichung). Va,b € R : |a + 0| < |a| + |0].

Beweis. Wegen a < |a| und b < || ist nach Behauptung 2.6 a +b < |a| + |b].
Wegen —a < |a|] und —b < |b] ist ebenso —(a+b) < |a| 4 |b]. Nach Definition
des Absolutbetrages folgt |a + b| < |a| + |b]. L]

2.16 Behauptung. Va,b e R: ‘\a| - |b|‘ <la-+b.

Beweis. Es ist |a| = |(a +b) — b < |a+b| + |b], also |a| — |b] < |a+ Y]
Vertauschung von a und b ergibt —(|a| — |b]) = |b| — |a| < |a + b|, insgesamt
folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Ein Quadrupel (M, +,-, <), wobei M eine nichtleere Menge
ist, + und - zwei Verkniipfungen und < eine Beziehung auf M sind derart,
dass die Axiome (1.1)—(1.9) und (2.1)—(2.4) (mit M statt R) erfiillt sind,
heifit angeordneter Korper.
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Wir bemerken ohne Beweis, dass bis jetzt zum Beispiel die folgenden
Aussagen noch nicht beweisbar sind:

(a) Esgibt ein z € R mit 22 = 2 (nach Definition ist 2% := z-2z und 2 := 1+1).

(b) Fir gegebenes a € R ist schlieilich 1 + 1+ -+ 1 > a, wenn geniigend
oft 1 addiert wird.

1.3 Das Vollstandigkeitsaxiom

Wie die Anmerkung am Ende des vorigen Paragraphen zeigt, reichen die
Korper- und Anordnungsaxiome noch nicht aus, um alle Eigenschaften zu
erfassen, die wir von den reellen Zahlen erwarten. Zur Formulierung des letz-
ten Axioms dient die folgende Definition:

Definition. Sei M C R. Eine Zahl s € R heif}t obere Schranke fiir M, wenn
r<s fir alle x € M

gilt. M heiflt nach oben beschrdnkt, wenn es in R eine obere Schranke fiir M
gibt.
Eine Zahl sg € R heif$t kleinste obere Schranke oder Supremum der Menge

M, wenn sy obere Schranke fiir M ist und jede Zahl s < sy nicht obere
Schranke fiir M ist.

Enthilt die Menge M ein grofites Element mg (also ein mg € M mit
x < myg fiir alle x € M), so heifit mo Mazimum der Menge M.

Ein Maximum einer Menge M C R ist also stets auch Supremum von M,
aber i.a. nicht umgekehrt, denn ein Supremum von M braucht nicht Element
von M zu sein.

Vollig analog definiert man die Begriffe untere Schranke, nach unten be-
schrinkt, grofte untere Schranke (Infimum), Minimum.

Die Menge M C R heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Beispiele. Fiir die Intervalle [a, ], [a,b) ist jede Zahl s mit s > b eine obere
Schranke, und b ist kleinste obere Schranke. Fiir [a,b] ist b das Maximum
und a das Minimum, aber [a,b) besitzt kein Maximum.
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Bezeichnungen.

sup M := Supremum von M
inf M := Infimum von M
max M := Maximum von M

min M := Minimum von M

Nun formulieren wir das Vollstédndigkeitsaxiom:

(3.1) Zu jeder nichtleeren, nach oben beschrinkten Teilmenge von R gibt es
in R eine kleinste obere Schranke.

Als unmittelbare Folgerung haben wir:

3.2 Behauptung. Zu jeder nichtleeren, nach unten beschrinkten Teilmenge
von R gibt es in R eine grifite untere Schranke.

Beweis. Sei ) # M C R. Setze —M := {x € R| —x € M}. Fiir s € R zeigt
man leicht:

s untere Schranke fiir M < —s obere Schranke fiir — M

s grofte untere Schranke fiir M < —s kleinste obere Schranke fiir — M.

Die Behauptung ergibt sich jetzt durch Anwendung des Vollstindigkeitsaxi-
oms auf —M. [

Die Bedeutung des Axioms liegt darin, dass es die Existenz von Zahlen
mit bestimmten Eigenschaften sichert. Zum Beispiel folgt die Existenz der
Zahl /2 aus dem Vollstindigkeitsaxiom.

Das Quadrupel (R, +, -, <) mit (1.1)—(1.9), (2.1)—(2.4), (3.1) heifit Kirper
der reellen Zahlen. Eine solche Struktur ist ,im wesentlichen“ eindeutig be-
stimmt, was wir hier aber nicht ndher erlautern wollen. Die Elemente einer
solchen Struktur nennen wir reelle Zahlen. Wenn wir im folgenden nur von
»Zahlen“ sprechen, sind stets reelle Zahlen gemeint.

1.4 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Im Korper R der reellen Zahlen sind insbesondere die Zahlen
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1
2:=14+1
3:=2+1
4:=3+1
U.S.W.

enthalten. Sie heiflen natiirliche Zahlen. Das obenstehende ,,u.s.w.“ kann aber
kaum als Definition dienen. Wir miissen also eine Definition der Menge der
natiirlichen Zahlen geben, und wir kénnen das jetzt auch tun. Zur Menge der
natiirlichen Zahlen sollen selbstverstindlich genau die Zahlen gehéren, die
man in der obigen Weise erhalten kann, daher die folgende

Definition. N sei die kleinste Teilmenge von R, die die Zahl 1 und mit x
auch x + 1 enthilt. Die Elemente von N heiflen natiirliche Zahlen.

Die ,kleinste* Teilmenge von R mit einer Eigenschaft F ist dabei zu ver-
stehen als Durchschnitt aller Teilmengen von R mit der Eigenschaft E. Der
Durchschnitt einer Familie von Mengen ist vollig analog erklart wie frither der
Durchschnitt von zwei Mengen. Der Deutlichkeit halber wollen wir voriiber-
gehend (d.h. nur in diesem Paragraphen) eine Teilmenge M C R induktiv
nennen, wenn 1 € M ist und mit x € M auch x +1 € M gilt. Zum Beispiel
sind R und R induktive Teilmengen. Das System (synonym fiir ,,die Men-
ge“) aller induktiven Teilmengen von R sei mit I bezeichnet. Dann haben wir
also nach Definition

Ni= (| M:={a€R|a€ M fiir alle M € I}
Mel

= {a € R| a ist Element jeder induktiven Teilmenge von R}.
Definition.

Ny :=NuU{0}:={0,1,2,3,...},
Z:={acR|aeNyoder —ae Ny}

Die Elemente von Z heiflen ganze Zahlen.
Q:= {a€R|3m€Z EInGN:az%}.
Die Elemente von Q heiflen rationale Zahlen (oder Briiche). Die Elemente

von R\Q heiflen irrationale Zahlen.

Bemerkung. Q mit den Verkniipfungen + und - und der Beziehung < ist
ebenfalls ein angeordneter Korper. In diesem Koérper ist die Gleichung 22 = 2
unlésbar.



1.4 Natiirliche Zahlen und vollstédndige Induktion 15

Bemerkung. dass es iiberhaupt irrationale Zahlen gibt, wird erst spéter
bewiesen.

Wir zeigen nun, wie sich einige an sich wohlvertraute FEigenschaften
natiirlicher Zahlen aus dieser Definition streng herleiten lassen.

4.1 Behauptung. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben
beschrankt.

Beweis. [Beweis durch Widerspruch: Wir zeigen, dass aus der Negation (dem
logischen Gegenteil) der Behauptung ein Widerspruch folgt.] Angenommen,
die Behauptung wére falsch. Nach dem Vollstdndigkeitsaxiom gibt es dann
fiir N eine kleinste obere Schranke s. Da s — 1 keine obere Schranke fiir N
ist, existiert ein n € N mit s — 1 < n, woraus s < n + 1 folgt. Da N induktiv
ist, ist mit n € N auch n + 1 € N, also ist s nicht obere Schranke fiir N, ein
Widerspruch. -

4.2 Behauptung. Zu jedem a € Rt und jedem b € R existiert ein n € N
mit na > b.

Beweis. Angenommen, das wire falsch. Dann gibt es ein @ € RT und ein

b € R mit na < b fir alle n € N. Es ist also n < afﬁrallenEN,im
Widerspruch zu Behauptung 4.1. n

S

Behauptung 4.2 driickt eine besondere Eigenschaft der durch < gegebenen
Anordnung aus, die man auch die archimedische Eigenschaft nennt.

Die folgenden Konsequenzen werden spéter bei der Behandlung des
Grenzwertbegriffes stdndig benutzt.

4.3 Behauptung. Va € RT™ dn € N: % < a.

Beweis. Nach Behauptung 4.2 existiert ein n € N mit na > 1, also mit

1
ﬁ<a. ]

4.4 Behauptung. Seia € R, a > 0. Ist a < % fiir allen € N, so ist a = 0.

Beweis. Andernfalls wire % eine obere Schranke fiir N. n

4.5 Behauptung. Vn e N: (n >1=n—-1€N).

Beweis. Die Menge {n € N | n =1Vn—1 € N} ist induktiv, also gleich
N. n
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Hier wurde benutzt: Ist M C N eine induktive Teilmenge, so mufl nach
Definition von N auch N C M gelten, also ist M = N. Hierauf stiitzt sich
auch das hiufig verwendete

Beweisprinzip der vollstéindigen Induktion

Dieses 148t sich folgendermaflen beschreiben. Es bezeichne A eine Aussage
iiber natiirliche Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

(a) A gilt fiir die Zahl 1,
(b) Wenn A fiir die natiirliche Zahl n gilt, dann auch fiir n 4 1.

Dann gilt A fiir alle n € N.
Um dies einzusehen, betrachtet man die Menge
M :={n e N| A gilt fiir n}.
Sie ist induktiv, muf} also nach der obigen Bemerkung gleich N sein.

Um also zu beweisen, dass eine Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen
zutrifft, verfihrt man folgendermafien:

(a) ,Induktionsanfang“: Man beweist, dass die Behauptung fiir die Zahl 1
zutrifft.

(b) ,,Induktionsschlu3“: Unter der ,Induktionsannahme*, die Behauptung
treffe fiir ein n € N zu, zeigt man, dass die Behauptung auch fiir n + 1
zutrifft.

Hierfiir nun einige Beispiele.

4.6 Behauptung. vn e NVz e R: (n<z<n+1=2x¢N).

Beweis. durch vollsténdige Induktion:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die Behauptung:
VeeR:(l<z<2=z¢N)

Sie ist richtig, weil die Menge M := {x € R | x = 1V > 2} induktiv ist und
daher N C M gilt. Fiir alle n € N ist alson =1 oder n > 2.
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Induktionsschluf: Wir machen die Induktionsannahme, die Behauptung
gelte fiir die natiirliche Zahl n, also

VeceR:(n<zx<n+1=z¢N).

Sei jetzt € R eine Zahl mit n+1 < x < n+2. Dann folgt n < x—1 < n+1,
nach Induktionsannahme also z — 1 ¢ N. Wegen = > 1 folgt aus Behauptung
4.5 jetzt = ¢ N. Die Behauptung ist also richtig fiir n 4+ 1. Damit ist gezeigt,
dass sie fiir alle n € N gilt. [

Hieraus kénnen wir den folgenden, hiufig niitzlichen Satz herleiten:

4.7 Satz (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen). In jeder nichtleeren Menge
von natirlichen Zahlen gibt es ein kleinstes Element.

Beweis. Sei ) # ACN. Setze M :={neN|Vae A:n<a}.

Behauptung. 3k e M :k+1¢ M.

Beweis. Wire das falsch, so wire M induktiv, also M = N. Wegen A # ()
existiert ein a € A, wegen a + 1 € N folgt a + 1 < a, ein Widerspruch. ]

Behauptung. k ist kleinstes Element von A.

Beweis. Wegen k € M ist k < a fiir alle a € A. Es bleibt k € A zu zeigen.
Wegen k + 1 ¢ M existiert ein ag € A mit k+1 > ap. Aus k <ag < k+1
folgt nach Behauptung 4.6 aber k = ayg. [

Damit ist Satz 4.7 bewiesen. n

Als wichtiges Anwendungsbeispiel haben wir den folgenden Satz:

4.8 Satz. Zu beliebigen reellen Zahlen a,b € R mit a < b existiert eine
rationale Zahlr € Q mit a < r < b.

Beweis. O.B.d.A. sei a > 0 (andernfalls ersetze man a,b durch a +m,b+m
mit gentigend groflem m € N). Nach Behauptung 4.3 gibt es eine Zahl n € N

mit % < b—a. Wihle ein solches n und setze M := {m € N| 7L > a}. Wegen
Behauptung 4.2 ist M # (. Nach Satz 4.7 enthélt M ein kleinstes Element

k. Es ist also a < % Wire % > b, so wire

k—1 1
Lo >bhb-=->bta-b=a,
n n

k

also k —1 € M, entgegen der Definition von k. Somit ist a < 77 < b. [
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Fiir die Aussage von Satz 4.8 sagt man auch: ,Q liegt dicht in R*.

Neben Beweisen durch Induktion sind auch Definitionen durch Induktion
moglich. Wir erldutern dies an einem Beispiel:

Definition. Sei a € R. Setze a” := 1 und a! := a. Ist a fiir ein n € N schon
definiert, so setze a1 := ¢ - a™. Damit ist a” fiir alle n € N definiert.

Man nennt ein solches Vorgehen ,,Definition durch vollsténdige Induktion*
oder ,rekursive Definition“. Damit ist also folgendes gemeint. Sei k& € N. Um
fiir jedes n € N mit n > k eine Zahl a,, zu definieren, definiert man zuerst ay.
Dann gibt man an, wie a,, zu definieren ist, wenn n > k ist und die Zahlen
Ak, .. .,0n_1 schon definiert sind. dass damit a,, in der Tat fiir alle n € N mit
n > k definiert ist, ist plausibel. Die Moglichkeit einer rekursiven Definition
148t sich durch Ausnutzung der Eigenschaften von N streng begriinden, was
hier aber nicht geschehen soll. (Statt Zahlen konnen die a, auch Elemente
irgendwelcher Mengen sein.)

Uber die so definierten Potenzen beweisen wir nun einige einfache Aussa-
gen.

4.9 Behauptung. Va € R Vm,n € N: ama" = a™t".
Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir n = 1 (nach Definition). Sei sie be-
wiesen fiir ein n > 1. Fiir m € N gilt dann
aman+1D§f.am analnd.;Ann.am+naD§f.am+n+1 '
4.10 Behauptung (Bernoullische Ungleichung).
VaeR VneNy:(a>—-1=(1+a)">1+na).
Beweis. Fiir n = 0 und n = 1 ist die Behauptung richtig. Sei sie bewiesen

fiir ein n > 1. Dann folgt (1 +a)"*' = (1 +a)(1 +a)® > (1 +a)(1 +na) =
14+ (n+1la+na®>>1+(n+1)a. ]

4.11 Behauptung. Seib € R, a € RT.

(1) b>1=3IneN:d" >a,

(2)0<b<1l=3IneN:b" <a.

Beweis. (1) Nach Behauptung 4.2 existiert ein n € N mit n(b—1) > a — 1.
Nach Behauptung 4.10 folgt
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=0+ b=-1)">1+nb-1)>14+a—-1=a.
(2) Aus 0 < b < 1 folgt % > 1, nach (1) existiert also ein n € N mit
(l) > % Also gilt bi" > 4 (denn (l) = bL”’ wie sofort durch Induktion

b a b
folgt). Behauptung 2.11 liefert also b™ < a. n

Es folgen nun noch einige Aussagen iiber

Summen und Produkte

4.12 Behauptung. vn e N Vme N:n+m e N.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach n:
Induktionsanfang: Zu zeigen ist die Behauptung
VmeN:14+meN.
Sie ist richtig nach Definition von N.
Induktionsschluf: Wir machen die Annahme
VmeN:n+meN.

Fiir beliebiges m € N gilt dann (n + 1) + m = n+ (m + 1) € N nach
Induktionsannahme. Die Behauptung gilt also auch fiir n + 1. L]

4.13 Behauptung. vn e N Vm e N:nm e N

Beweis. Analog, unter Verwendung von Behauptung 4.12. [

4.14 Behauptung. Yn e N Vm e N: (m >n=m —n € N).
Beweis. Ahnlich; zum Induktionsanfang siche Behauptung 4.5. ]

Durch rekursive Definition konnen wir auch Summen und Produkte von n
reellen Zahlen erkldren. Fiir aq,as € R sind aq +as und a - as bereits erklart.
Nehmen wir an, fiir gegebenes n € N und beliebige Zahlen ai,...,a, € R
seien die Summe aq + - - - + a, und das Produkt a; - - - - a, bereits definiert.
Dann definieren wir fiir a1,...,a,41 € R
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ar+ - F apg1 = (a1 + -+ an) + ant1,
al ..... an+1 = (al ..... an) . an+1.

Man kann nun leicht aus dem Assoziativgesetz durch vollsténdige Induktion
herleiten, dass

(a1+...+ap)+(ap+1+...+an):a1+...+an

ist. Daraus kann man dann, ebenfalls durch Induktion, herleiten, dass man
bei einem Ausdruck aus Summenzeichen und Klammern {iberhaupt die Klam-
mern weglassen kann (allgemeines Assoziativgesetz). Aus dem Kommuta-
tivgesetz leitet man durch Induktion leicht her, dass es bei einer Summe
a1 + - -+ + a, nicht auf die Reihenfolge der Summanden ankommt (allgemei-
nes Kommutativgesetz). Analoges gilt fiir die Multiplikation. Aus dem Dis-
tributivgesetz leitet man durch Induktion das allgemeine Distributivgesetz
her:

alay +---+ay) =aa; + -+ - + aay,.

Beim Arbeiten mit derartigen Ausdriicken ist die Verwendung von Summen-
und Produktzeichen praktisch:

Bezeichnungen.

n
Zaiszak+ak+1+~~+an, falls n > k
i=k

n
H Q; = QpGK+1 - A, falls n > k.
i=k

Aus Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz folgen einige Re-
chenregeln fiir Summen, z.B.

i=k j=m j=m i=k
l n l n
(Z ai> Z bj = Z Z aibj.
i=k j=m i=k j=m

Zum Abschluf} dieses Paragraphen wollen wir noch zwei hiufig auftretende
Summen bzw. Produkte berechnen:

4.15 Behauptung (Summe einer endlichen geometrischen Reihe). Fiir ¢ €
R\{0,1} und n € N gilt
1— qn+1

n
-1
k=0

1—g¢q
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Beweis. Setze Y, _,q" =: . Dann ist
=q+q++¢" =z -1+¢",

also

1— n+1
:L':iq . | |
l—gq

Zur nun folgenden Berechnung der Potenz (a 4 b)™ sind zuniichst einige
Definitionen erforderlich.

Definition.
nl:=1-2.--.n= k firneN
k=1
0l:=1
n\ nn—-1)---(n—k+1)
(k) = T3k fir n,k € N

(g) =1 fir n € Ny

Man liest n! als ,,n Fakultét® und (}) als ,n iiber k“. Die Grofen (}) heiBen
Binomialkoeffizienten. Offenbar gilt

|
<”>:k v fiir k,n € No,n > k

B
0)-

fir k>n

(")
(ki1)+<2) - <nzl>

Beweis der letzten Gleichung;:

<kﬁ1> + <Z> - 1)!(Z!+ T k!(nni )l

_knl+(n+1-kn!  (n4+1)!  (n+1
T TRl k) KHori-k & )

n
k
n
k

Jetzt konnen wir zeigen:
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4.16 Behauptung (Binomische Formel). Fiir a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = i: (Z) akpnk,

k=0

Beweis. (Induktion): Fiir n = 1 gilt die Formel. Sei sie bewiesen fiir einn > 1.
Dann folgt

(a+b)" = (a+0)(a+b)"" =" +b) Y <Z) e
k=0
" /n " /n
— k+1pn—k kpn—k+1
= <k>a b + Z (k>a b
k=0 k=0
n—1 n
— n+1 n k+1bn—k n kbn—k+1 bn+1
a”" + Z <k>a + kZ:l (k>a +
g+l ”)} jrnt+1l—j n+1
+ )1 a?b +b
Z K] - 1> (]

n+1
=X (n M 1) alb" o, .

J
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2.1 Der Funktionsbegriff

In diesem Paragraphen geht es hauptséchlich um die Vereinbarung einiger
Sprechweisen und die Festlegung von Bezeichnungen. Es kommen also vor-
wiegend Definitionen vor und fast keine Sétze.

Der Begriff der Funktion, der im folgenden prézisiert werden soll, wird
auch im téglichen Leben verwendet. Was meinen wir etwa, wenn wir sagen,
beim Autofahren sei der Luftwiderstand eine Funktion der Geschwindigkeit?
Gemeint ist doch, dass zu jedem Geschwindigkeitswert ein wohlbestimmter
Wert des Luftwiderstandes gehort. Es ist aber nicht unbedingt gemeint, dass
wir diesen durch eine explizite Formel oder Berechnungsvorschrift angeben
konnen. Historisch mag es wohl so gewesen sein, dass man unter einer Funk-
tion zunéchst eine konkrete Berechnungsvorschrift verstanden hat, aber dies
hat sich als zu eng erwiesen. Wesentlich an einer Funktion, wie man sie heu-
te versteht, ist lediglich, dass durch jeden ,, Argumentwert® der zugehorige
,Funktionswert* eindeutig bestimmt ist. Unter einer Funktion wird man also
eine eindeutige Zuordnung verstehen. Zum Beispiel beschreibt auch jedes Te-
lefonbuch eine Funktion: Jedem Inhaber eines Telefonanschlusses innerhalb
eines gewissen Gebietes wird darin seine Telefonnummer zugeordnet. Wenn
man dieses Beispiel im Sinn behiilt, wird man nicht in die Gefahr geraten,
eine Funktion fiir eine explizite Berechnungsvorschrift zu halten.

Wir wollen eine formale Definition einer Funktion geben. Dazu miissen
also eine Menge M, die ,,Definitionsmenge“, und eine Menge Ms, die , Ziel-
menge“ oder ,, Wertemenge® der zu definierenden Funktion gegeben sein. Je-
dem x € M soll ein eindeutig bestimmter Funktionswert y € My zugeordnet
sein. Die Zuordnung ist vollstdndig festgelegt, wenn wir zu jedem = € M;
und jedem y € Ms wissen, ob y dem Element x zugeordnet ist oder nicht.
Wir kénnen daher die Zuordnungsvorschrift geradezu identifizieren mit der
Angabe aller geordneten Paare (x,y), fiir die y dem Element z zugeordnet
ist.
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Hierzu zun#chst eine Vorbemerkung. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zu
n Objekten x1,...,x, (die durch die Numerierung von 1 bis n mit einer
Reihenfolge versehen sind) bilden wir ein neues Objekt (z1,...,,), das wir
das (geordnete) n-Tupel von z1,...,x, nennen (2-Tupel heiflen auch Paare,
3-Tupel Tripel). Wir wollen hierfiir keine formale Definition geben (obwohl
dies unter alleiniger Verwendung des Mengenbegriffs moglich wére), sondern
lediglich eine Gleichheitsdefinition festlegen:

(x17"')xn):(y17"'7yn)
ewry=y und zp=y und ... und z, =y,

Bemerkung. Mit (a,b) haben wir sowohl das offene Intervall von a bis b als
auch das geordnete Paar mit Eintrégen a und b bezeichnet. Diese (an sich
unkorrekte) Mehrdeutigkeit gibt aber nicht Anlafl zu Verwechslungen, da aus
dem Zusammenhang stets klar sein wird, was gemeint ist. In Zweifelsfillen
wird angegeben, ob das geordnete Paar oder das Intervall gemeint ist.

Sind nun My, ..., M, Mengen, so nennt man die Menge
My x My X -+ X My :={(x1,...,2n) |21 €EM1 A+ N2y € My}

das (kartesische) Produkt der Mengen My, ..., M, (in dieser Reihenfolge).
Man schreibt auch

Mx---x M= M".
—_———
n — mal
Jetzt konnen wir definieren (M7, My seien Mengen):
Definition. Eine Funktion oder Abbildung von M7 in M> ist eine Teilmenge
f der Produktmenge M, x Ms derart, dass zu jedem x € M7 genau einy € My

existiert mit (z,y) € f. My heifit Definitionsbereich und My Wertebereich
von f.

Bezeichnungen. Statt (z,y) € f schreibt man y = f(z) und nennt f(x)
das Bild von x unter f, auch den Wert von f an der Stelle z.

Die Abkiirzungen

f:M; — M,  oder M LMy

bedeuten, dass f eine Funktion von M; in M5 ist. In konkreten Fillen schreibt
man auch

f:My — Msy:z— f(x) oder frax— f(x) fiir x € M.
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Bemerkung. Am Anfang von Abschnitt 1.1 hatten wir gesagt: ,,Je zwei
Elementen a,b € R sei ein Element a+b, ihre Summe, eindeutig zugeordnet.
Wir kénnen das jetzt so prézisieren, dass eine Abbildung + : R x R — R
gegeben sein soll. Ebenso ist die Multiplikation - eine Abbildung von R x R
in R.

Bezeichnungen. Sei f: My — Ms eine Abbildung. Fiir A C M; heifit

f(A) = {f(z) |z € A}
={ye Mz |Ir e A: f(z) =y}

das Bild von A unter f. Die Menge f(M;7) heiBt Bild oder Wertemenge von
f und wird auch mit Bild f bezeichnet. Fiir B C My heifit

f7H(B) =={x € M1 | f(z) € B}
das Urbild von B beziiglich f.

f heiflt injektiv (Injektion) < Va,y € My : (x #y = f(z) # f(y))
f heifit surjektiv (Surjektion) auf My < f(M;y) = Ms
f heifit bijektiv (Bijektion) auf My < f injektiv und surjektiv auf Mo.

Ist f: My — Mo injektiv, so ist
7= {(f(@),2) |z € M)}

eine bijektive Abbildung von Bild f = f(My) auf My; f~! heifit die Umkehr-
abbildung von f. Es gilt

x fiir alle x € Mj,
f(f ') =y  firalley € Bild f.

Sind f : My — Ms und g : M3 — M, Funktionen mit Bild f C M3, so
definiert man

gof={(x,g(f(x)) |z e M}

g o f ist also eine Funktion von M; in My. Es gilt (g o f)(z) = g(f(z)) fiir
alle z € M;. g o f heifit Verkettung oder Komposition von g und f.

Fiir eine beliebige Menge M ist die Identitit auf M erklirt als die Abbil-
dung idps : M — M mit idps(z) := « fir alle x € M. Ist f: My — M eine
Bijektion auf M, und f~! die Umkehrabbildung, so hat man offenbar

fTrof=idyy,,  fofT!=idu,.
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Ist f: My — M> eine Funktion und M C M, so heifit

flar={(z, f(2)) | x € M}

die Finschrdnkung oder Restriktion von f auf M.

Im weiteren Verlauf der Analysis werden wir es zunéchst mit speziellen
Funktionen, den Folgen, zu tun haben.

Definition. Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung f:N — M
(an die Stelle von N kann auch {m € Z | m > mq} treten).

Bezeichnungen. Ist f : N — M eine Folge, so schreibt man statt f(n)
meist f,, und statt f oft

(fn)nGN oder (f1,f2,f3,...).

Man nennt f,, auch das n-te Folgenglied.

Bemerkung. Achtung! Man verwechsle nicht die Folge (f1, f2, f3,...) mit
der Menge {f1, fo, f3,... }. Zum Beispiel ist (—=1,1,—1,1,—1,...) die Abbil-
dung, die der Zahl n € N die Zahl (—1)" zuordnet, und {—1,1,—1,1,...} ist
die Menge {1, —1}.

Spéter werden wir es vorwiegend mit reellen Funktionen zu tun haben.
Definition. Eine reelle Funktion ist eine Abbildung f: D — R mit D C R.
Einige mogliche Eigenschaften reeller Funktionen:

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion. Sie heifit beschrdnkt, wenn
ihr Wertebereich beschrinkt (d.h. nach oben und nach unten beschréinkt) ist,
also:

[ heiBt beschrinkt :< 3c € Rt Voz € D : |f(z)| < ec.
Ferner:

f heiit monoton wachsend (streng monoton wachsend) < Vx,y € D :
(z <y = f(z) < f(y)) (bzw. <).

Analog werden definiert: monoton fallend, streng monoton fallend, monoton
(= wachsend oder fallend), streng monoton.
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Um in diesem Abschnitt wenigstens etwas zu beweisen, zeigen wir:

1.1 Satz. Sei f: D — R eine streng monotone reelle Funktion. Dann st f
injektiv und die Umkehrfunktion f~1 streng monoton.

Beweis. Sei f etwa streng monoton wachsend (im anderen Fall schliefit man

analog). Sei x,y € D,z # y. Aus x < y folgt f(z) < f(y), also f(z) # f(y),
analog fiir x > y. Also ist f injektiv. Somit existiert die Umkehrfunktion

f71: W — D mit W := Bild f. Sei u,v € W, u < v. Dann ist u = f(x),
v = f(y) mit geeigneten z,y € D. Wire y < z, so folgte f(y) < f(x), also
v < u, was ein Widerspruch ist. Somit ist f~(u) =z < y = f~1(v); also ist
auch f~! streng monoton wachsend. "

2.2 Abziahlbarkeit

Die nun zur Verfiigung stehenden Begriffe der bijektiven und surjektiven Ab-
bildung erlauben eine Unterscheidung der ,,Grofle* von Mengen durch Ver-
gleich mit N oder Teilmengen davon.

Bezeichnungen. Fiir n € Ny sei 4,, := {k € N | k < n}, also 49 = 0,
Ay = {1}, Ay = {1,2}, us.w. A, heiit der n-te Abschnitt von N.

2.1 Satz (Schubfachprinzip). Fiir n,k € N mit n > k gibt es keine injektive
Abbildung f: Ap, — Ag.

Beweis. Angenommen, das wire falsch. Dann gibt es eine Zahl n € N und ei-
ne injektive Abbildung f: 4,11 — A, (denn jede Abbildung f: A,11 — Ag
mit k < n ist auch Abbildung von A, 11 in A,). Sei n die (nach dem Wohl-
ordnungssatz 4.7 aus Kapitel 1 existierende) kleinste derartige Zahl.

1. Fall: n ¢ Bild f oder n = f(n+1).
Setze g := f|a, (Einschrinkung von f auf 4,.)

2. Fall: n = f(k) fir ein k <n+ 1.
Setze

) f(m) fir m € A, \ {k}
glm) = {f(n+ 1) fiir m =k

In jedem Fall ist g eine injektive Abbildung von A,, in A,,_;. Das widerspricht
der Wahl von n als kleinster Zahl mit einer derartigen Abbildung. L]
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Definition. Eine Menge M heifit n-elementig, wenn es eine Bijektion von
A, auf M gibt. M heiflt endlich, wenn M n-elementig fiir ein n € N oder
M = () ist. Andernfalls heit M unendlich.

Aus Satz 2.1 folgt insbesondere, dass M n-elementig nur fiir ein n sein
kann; ferner folgt, dass es fiir eine endliche Menge keine Bijektion auf eine
echte Teilmenge geben kann. Bei unendlichen Mengen ist das anders, zum
Beispiel ist

f:N— N
n—n-+1

eine Bijektion von N auf die echte Teilmenge {m € N | m > 2}.

Definition. Eine Menge M heilit abzdhlbar, wenn es eine Surjektion von N
auf M gibt, und dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist.

Man beachte, dass eine abzdhlbare Menge endlich oder unendlich sein
kann. Im letzteren Fall heif3t sie abzihlbar unendlich.

Der folgende Satz ist in Anbetracht von Satz 4.8 aus Kapitel 1 zunéchst
vielleicht etwas iiberraschend:

2.2 Satz. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis. Betrachte das untenstehende Schema. Jede rationale Zahl # 0 ist
von der Form " oder —7 mit m,n € N. Daher kommt im Schema jede
rationale Zahl vor (in der Tat ofter, was aber nicht stort). Durchlduft man
das Schema, indem man den Pfeilen folgt, so wird dadurch offenbar eine
fortlaufende Numerierung erklért, also eine Surjektion von N auf Q gegeben.

(Man kénnte die Abbildung explizit hinschreiben.)

0

i/ 1 2 2 3 3

T—771 17771 17771
e S S

1 _1 2 _2 3 _3

2 2 2 2 2 2"

s “ v

1 _1 2 _2 3 _3

3 3 3 3 3 3"
e S S

1 _10 2 _2 3 _3

4 4 4 4 4 4

%/ X “

5 ~5



2.2 Abzihlbarkeit 29

Bemerkung. Mit derselben Beweisidee 148t sich offenbar zeigen: Die Ver-
einigung einer abzihlbaren Familie (= Menge) von abzihlbaren Mengen ist
abzéhlbar.

Im Gegensatz hierzu ist die Menge R der reellen Zahlen iiberabzihlbar.
Um das zu beweisen, zeigen wir zunéchst das auch spéater sehr wichtige ,, Prin-
zip der Intervallschachtelung:

2.3 Satz (Intervallschachtelungsprinzip). Sei (J,,)nen eine Folge abgeschlos-
sener, beschrinkter Intervalle (also J, = [ay,b,] mit an,b, € R, a, < b, fir
n € N) mit der Figenschaft

Jo2J12J22D....

Dann gibt es eine reelle Zahl s € R mit s € [,y Jn-

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ar < a, < b, < by fiir k£ < n, also ist die
Menge A := {a,, | n € N} nach oben beschrinkt. Nach dem Vollstdndigkeits-
axiom besitzt sie in R eine kleinste obere Schranke s. Gébe es ein k € N
mit s ¢ Jg, so wire s < ai oder s > bg. Im ersten Fall ist s nicht obere
Schranke fiir A, im zweiten Fall ist s nicht kleinste obere Schranke, da by
obere Schranke fiir A ist, was ein Widerspruch ist. m

Bemerkung. In Satz 2.3 ist die Voraussetzung, dass die Intervalle J,, abge-
schlossen und beschrénkt sind, nicht entbehrlich, z.B. gilt

() [n,00) =90, (N (0.%)=0.

neN neN

2.4 Satz. Die Menge R der reellen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Beweis. Angenommen, das wére falsch. Dann gibt es eine Surjektion f von
N auf R. Setze f(n) = @y, also R = {z,, |n € N}. Wihle ein Intervall J; =
[a1,b1] mit a3 < by und 21 ¢ Jy. Ist J,, schon definiert, so wiihle ein Intervall
Jng1 = [an+17bn+1] mit apy1 < bp41 und Jnt1 € Jp, s0 dass Tn+1 ¢ Int1
ist. Damit ist rekursiv eine Folge (J,,)nen definiert, die die Voraussetzungen
von Satz 2.3 erfiillt. Es gibt also eine Zahl s € R mit s = [, .y Jn. Wegen
R ={z, ‘ n € N} gibt es eine Zahl k € N mit s = z;. Nach Konstruktion ist
aber xy, ¢ Ji, q.e.a. n

Aus den Sétzen 2.2 und 2.4 folgt, dass die Menge der irrationalen Zahlen
iiberabzdhlbar ist (wire R\Q abzihlbar, so wire R = Q U (R \ Q) abzéhlbar).
Insbesondere ist damit die Existenz von irrationalen Zahlen gezeigt.
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3.1 Konvergente Folgen

Unter Folgen sollen, solange nichts anderes gesagt ist, Folgen in R verstanden
werden.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R und sei a € R. Die Folge (an)nen
heiflt konvergent gegen a, und a heifit Grenzwert oder Limes dieser Folge,
wenn zu jedem ¢ € R ein ng € N existiert mit

lan, —al <e fiir alle n > ny.

In Kurzschreibweise lautet die Definition:

(an)nen konvergiert gegen a

SVeeRT IngeNVneN: (n>ng=la, —al <e).

Eine Folge heifit konvergent, oder sie konvergiert, wenn sie konvergent gegen
ein a € R ist. Eine gegen 0 konvergente Folge heifit Nullfolge. Eine Folge heifit
divergent, oder sie divergiert, wenn sie nicht konvergiert.

1.1 Satz. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Folge (ay,)nen konvergiere gegen a und gegen b. Angenommen, es
wire a # b. Zu € := %|a — b| existieren ein ng € N mit |a, —a| < ¢ fiir n > ng
und ein ny € N mit |a,, — b| < ¢ fiir n > n;. Fiir beliebiges n > max{ng,n}
gilt dann nach Behauptung 2.15 aus Kapitel 1 [a —b| = |a —a, — (b—a,)| <
|a — an|+ |b—an| < e+e=]a—b|, was ein Widerspruch ist. ]

Bezeichnungen. Fiir die Aussage ,(an)nen konvergiert gegen a* schreibt
man auch

lim a, =a oder a, — a fir n — oo.
n—oo
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Zur Vereinfachung der Sprechweise sind ferner die folgenden Bezeichnun-
gen zweckméfig:

Definition. Seia € R, e € RT. Das Intervall (a —e,a+¢) heiit e-Umgebung
von a. Fine Teilmenge U C R heiit Umgebung von a, wenn sie eine &-
Umgebung von a fiir geeignetes ¢ € R* enthélt.

,Fast alle“ heifit: alle, bis auf endlich viele.
Damit kénnen wir auch formulieren:

lim a, =a < Zu jeder Umgebung U von a existiert ng € N
n—oo . .
mit a,, € U fiir alle n > ng

< Jede Umgebung von a enthélt a,, fiir fast alle n.

Bemerkungen. (a) Aus lim,_,. a, = a und b, = a, fiir fast alle n folgt
lim,, o0 by, = a.
(b) Aus lim,,—, o a,, = a folgt lim,, o an1x = a fiir k € N, und umgekehrt.

Manchen Folgen kann man schon aufgrund des folgenden Satzes ansehen,
dass sie nicht konvergieren:

1.2 Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Es gibt ein
ng € N mit |a,, —a| < 1 fir n > ng. Fiir n > ng gilt also

lan| = lan —a+a| < |ap, —a| +|a| <1+ |al.

Mit ¢ := max{|a1|,. .., |ano—1],1 + |a|} gilt |a,| < ¢ fiir alle n € N. "
Beispiele. (1) Sei a, =1/n fir n € N.
Behauptung. lim, .., a, = 0.

Beweis. Sei € € RT vorgegeben. Nach Behauptung 4.3 in Kapitel 1 gibt
es ein ng € N mit 1/ng < . Fiir n > nyp gilt dann

1_0‘:1<
n n

1
no

<eE. ]

(2) Seia, =(—1)" fir n € N.
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Behauptung. (a,)nen divergiert.

Beweis. Angenommen, lim,, .. a, = a. Dann existiert ein ng € N mit
|an, — a| < 1 fiir n > ng. Fiir beliebiges n > ng gilt dann

2 =|ans1 — ap| = |ani1 —a — (an — a)| < |ans1 — a| + |an —a| < 2,

was ein Widerspruch ist. [
Sei a,, = 1+%fi‘1rn€N.
Behauptung. lim, .., a, = 1.

Beweis. Zu gegebenem ¢ € Rt wihle ng > % Mithilfe der Binomischen
Formel (a + b)(a — b) = a? — b? gilt dann fiir n > ng

SN

2
=< — <= |
1+241 7

Sei a, = b" fur n € N (b € R gegeben).
1. Fall: |b| < 1. Aus Behauptung 4.11 aus Kapitel 1 folgt lim,,_,o, 0™ = 0.

2. Fall: |b] > 1. Die Folge (b™)nen ist wegen Behauptung 4.11 aus Kapitel
1 nicht beschriankt, also nach Satz 1.2 divergent.

3. Fall: b = 1. trivial.

4. Fall: b= —1. divergent (s.o.).

Der folgende Satz fait einige wichtige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu-

salmimern.

1.3 Satz. Seien (an)nen und (bn)nen konvergente Folgen mit limy,_, oo an = a
und lim, o b, = b. Dann sind die Folgen (an+b,)nen, (@nbn)nen, (Aapn)nen
mit A € R konvergent, und es gilt

lim (a, +by) =a+b, li_>m (apby) =ab, lim (Aa,) = Aa.

n—oo n—oQ

Ist a # 0, so gibt es ein m € N mit a, # 0 fir n > m, und die Folge
(1/an)pennsm st konvergent gegen 1/a.
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Beweis. (1) ap, + by,

Sei € € RT vorgegeben. Es gibt ein ng € N mit |a, —a| < /2 fiir n > ng
und ein ny € N mit |b, — b|] < &/2 fiir n > ny. Fiir n > max{ng, n1} gilt
also

[(@n+ba) = (a+b)| < lan —al + by =4 < S+ 5 = .

anbn

Sei ¢ € R*. Nach Satz 1.2 existiert ein ¢ € R* mit |b,| < ¢ fiir n € N.
Ferner existiert ein ng € N mit

€
¢+ |al

|an, —a| < |bn, — b| < fiir n > ng.

_c
c+la|’
Fiir alle n > ng gilt also

|anby, — ab| = |anb, — ab, + ab, — ab| < |a, — al|b,| + |a||b, — b]

5
c+ lal =¢

<
¢+ |al

€
¢+ |al

Aay,. Folgt aus (2), wenn b, = A gesetzt wird.

1/an

Sei also a # 0. Sei ¢ € RT. Es gibt ein ng € N mit |a, — a|] <
min{3|al, 5|a|?e} fir n > ng. Fiir n > ng gilt also

1
la| = @ — an + an| < |a — an| + |an| < §|a\ + lanl,

folglich |a,| > 3|al, insbesondere a, # 0, und daher

1 1| la—an| _ %la%
- — | = T 3 = €. [ ]
an al  anllal — 3lal
5n® 4+ 2n? +1
Beispiel. lim onthen =7 Es gilt
n—oo 2n3 — 15n
3 2 5+24+ L
5n° +2n° +1 n n3_>5+0+0_§
2n3 —156n 9 _ 15 2-0 2
n2

fiir n — oo.
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1.4 Satz. Sind (ap)nen, (bn)nen konvergente Folgen mit a,, < b, firn € N,
so ist lima,, <limb,,.

Beweis. Angenommen, es wire ¢ := lim a,, > lim b,, =: b. Es gibt ein ny € N
mit

1 1
|an, — al <§(a—b) und |, — b <§(a—b) fiir n > nyg.
Fiir solches n folgt

1 1
afan<§(a7b)éan>§(a+b)
1 1 = an, > b,, q.e.a.
bn—b<§(a—b):>bn<§(a+b)

Bemerkung. Achtung! Auch aus der schirferen Voraussetzung a,, < b, fiir
n € N folgt nur lim a,, < lim b,.

Wir ergénzen die Definition der Konvergenz noch durch die folgende,
manchmal bequeme Verabredung.

Definition. Die Folge (a,)nen heilit bestimmt divergent gegen oo, geschrie-
ben

lim a, = oo,
n—oo

wenn zu jedem ¢ € R ein ng € N existiert mit

ap > C fir alle n > ng.
Beispiele. (1) Aus lim a,, = 0 und a,, > 0 fiir n € N folgt lim 1/a,, = cc.

(2) Sei a, = 1/1+2 —1 und b, = n. Dann wissen wir, dass b, bestimmt
divergent gegen oo ist, d.h. lim b, = oo, und aus den vorletzten Beispiel,

n— oo

dass lim a, = 0. Also konnen wir Satz 1.3 auf die Folge (a,,by,)nen nicht
n— oo

anwenden, insbesondere wissen wir auch nicht was 0 - oo ist. Allerdings
gilt, mithilfe der Rechnung aus obigen Beispiel,

2
= 2 2
anbn = n n =

— =1
Ji+2 41 ( 1+%—1)+2 0+2

fiir n — oo.
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Kriterien fiir Konvergenz

Héufig wird eine Folge vorliegen, von der man Konvergenz vermutet, ohne den
eventuell existierenden Grenzwert zu kennen. Man benétigt daher Kriterien
fiir Konvergenz, in denen nicht explizit der Grenzwert vorkommt.

1.5 Satz. Jede monotone, beschrinkte Folge in R konvergiert.

Beweis. Sei (ay)nen eine beschriinkte Folge, etwa monoton wachsend. Nach
dem Vollstidndigkeitsaxiom hat die Menge {a,|n € N} eine kleinste obere
Schranke s. Sei € € RT gegeben. Es gibt ein ng € N mit a,, > s — &, denn
andernfalls wire s — & obere Schranke. Da (a,)neny monoton wachsend ist,
gilt a,, > ap, > s — ¢ fiir n > ng. Da s obere Schranke ist, gilt auferdem
an < s, also |a, —s| = s —a, < ¢ fiir n > ng. Somit ist lim,,_,, a, = s. =

Diese hinreichende Konvergenzbedingung ist sehr niitzlich, aber natiirlich
nur begrenzt anwendbar. Fiir feinere Konvergenzbetrachtungen sind die fol-
genden Begriffsbildungen zweckméafig.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge und (ny)ren eine streng monoton wach-
sende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge

(ank)kGN = (anl ) Angy Angsy - - - )

Teilfolge der Folge (ay)nen.

Aus der Definition folgt unmittelbar: Konvergiert eine Folge gegen a, so
konvergiert auch jede ihrer Teilfolgen gegen a.

Definition. Eine Zahl heifit Hiufungswert (oder Hiufungspunkt) einer Fol-
ge, wenn sie Grenzwert einer Teilfolge ist.

Beispiel. a, := (—1)"+1/n. Die Teilfolge (as)ren konvergiert gegen 1, die
Teilfolge (azk+1)ken gegen —1. Diese beiden Zahlen sind also Hiaufungswerte
der Folge; andere Hiufungswerte gibt es offenbar nicht.

Der folgende Satz (das Beste, was man als ,, Umkehrung® von Satz 1.2
aussagen kann), ist sehr wichtig und wird an vielen Stellen benutzt.

1.6 Satz (von Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine
konvergente Teilfolge.
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Beweis. Sei (,)nen eine beschrinkte Folge. Wir definieren zuniichst rekur-
siv eine Folge (J)nen, abgeschlossener Intervalle J,, = [ay,by] derart, dass
fiir n € N gilt:

(a) In C JIn-1,
(b) fiir unendlich viele k € N gilt =, € [an, by],
(¢) bn —an =2""(bp — ag).

Hierzu werde [ag, by] so gewihlt, dass zy € [ag, bo] fiir alle k € N gilt (das
ist moglich, da die Folge beschrinkt ist). Sei [an, b,] schon definiert, so dass
(a), (b), (c) erfiillt sind. Wir halbieren das Intervall [a,,b,] durch seinen
Mittelpunkt z = (a, + by)/2. Wenigstens eines der Intervalle [ay, 2], [z, by]
enthélt x; flir unendlich viele k; ein solches Teilintervall nehmen wir als
[@n+1,bn+1] = Jpt1. Dann sind (a), (b), (¢) auch fir J,41 erfiillt. Damit ist
die Folge (J,,)nen rekursiv definiert.

Nun definieren wir rekursiv eine Teilfolge (zk, )nen mit g, € [ay,by,] fiir
n € R. Wihle k; so, dass x, € [a1,b1] gilt. Sei k, mit x,_ € [an, b,] schon
definiert. Das Intervall [ay41,by41] enthélt o fiir unendlich viele k, also ist
die Menge {k € N| k& > k, und z; € [an41,bn+1]} nicht leer. Thr kleinstes
Element nehmen wir als k,, 1. Damit ist die Folge rekursiv definiert.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip 2.3 aus Kapitel 2 gibt es eine

reelle Zahl x € (,cyJn. Fiir alle n € N haben wir 2y, € [an,b,] und

x € [an, by], woraus folgt

lzg, — x| <b, —a, = .

Daraus folgt lim,,_,~c 2k, = 2. n

Konvergiert die Folge (a,)nen gegen a, so auch (wie frither bemerkt) jede
Teilfolge, also ist a der einzige Haufungswert. Fiir beschrankte Folgen 148t
sich dies umkehren:

1.7 Satz. Hat eine beschrinkte Folge genau einen Hdaufungswert, so konver-
giert sie gegen diesen Hiufungswert.

Beweis. Sei (an)nen eine beschriinkte Folge und a ihr einziger Hiufungswert.
Angenommen, die Folge konvergiere nicht gegen a. Das bedeutet:
JeeR" VngeN In>ng:la, —al >e.

Wir nehmen ein solches € > 0. Es gibt dann ein ny € N mit |a,, — a| > €.
Ist nj schon definiert, so ist die Menge {n € N|n > n; + 1 und |a, —a| > €}
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nicht leer; sei nygy1 ihr kleinstes Element. Damit ist rekursiv eine Teilfolge
(an, )ken definiert mit |a,, — a| > € fiir alle k& € N. Da sie beschrinkt ist,
besitzt sie nach Satz 1.6 eine konvergente Teilfolge. Fiir deren Grenzwert b gilt
|b—a| > €, also hat die urspriingliche Folge zwei verschiedene Hiufungswerte,
was ein Widerspruch ist. [

Nun sind wir in der Lage, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die Konvergenz einer Folge aufzustellen, das nicht explizit auf den Grenz-
wert bezugnimmt. Eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz liegt nahe,
indem man den Grenzwert eliminiert: Die Folge (a,)nen konvergiere gegen
a. Sei € € RT gegeben. Es gibt ein ng € N mit |a,, —a| < €/2 fiir n > ny. Fiir
alle m,n > ng gilt also

e €
\am—an|:\am—a+a—an|§|am—a|+|a—an|<§—|—§:5.

Diese fiir die Konvergenz notwendige Eigenschaft erweist sich auch als hin-
reichend. Zwecks groferer Klarheit und vor allem im Hinblick auf spétere
Verallgemeinerungen ist eine Definition angebracht:

Definition. Die Folge (a,)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ € R
ein ng € N existiert mit |a,, — a,| < € fiir alle m,n > ng.

1.8 Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy). Fine Folge in R ist genau
dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, wurde bereits
gezeigt. Sei nun (a,)nen eine Cauchy-Folge.

Behauptung. 1. (a,)nen ist beschrinkt.

Beweis. Da (ap)nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N so, dass

|am — apn| < 1 fiir m,n > ng. Fiir alle n > ng gilt also |ay,| = |an —any, +an,| <
|an, — ng| + |ang| < 14 |ang|- Mit ¢ := max{|ai],...,|ano—1|,1 + |an,|} gilt
also |a,| < ¢ fiir alle n € N. Somit ist (ap)neny beschrankt. ]

Nun folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 1.6, dass eine konvergente
Teilfolge (an, )ren existiert. Sei a ihr Grenzwert.

Behauptung. 2. lim, ., a, = a.

Beweis. Sei ¢ € RT vorgegeben. Da (a,)nen Cauchy-Folge ist, existiert ein
no € N mit
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€

3 fiir m,n > ng.

lan — am| <

Wegen limy,_, o Gy, = a existiert ein j € N mit n; > ng und

€
lan, —a| < 3
Fiir alle n > ng gilt also
lan —a| = |an = an; + an; —al <lay — an,| + |an, —a
< : + - €
2 2
Damit ist a,, — a fiir n — oo gezeigt. [
Damit ist Satz 1.8 gezeigt. [

Wir gehen noch auf eine Begriffsbildung ein, die bei feineren Konvergenz-
untersuchungen bzw. bei nicht konvergenten Folgen von Nutzen ist. Zunéchst
sei daran erinnert, dass wir fiir eine Teilmenge M C R die kleinste obere
Schranke, falls sie existiert, auch mit

sup M = Supremum von M
und die grofle untere Schranke mit
inf M = Infimum von M

bezeichnet haben.

Definition. Sei (a,)nen eine beschriinkte Folge in R. Dann heifit

limsup a,, := lim (sup{ax|k > n})
n—oo n—oo

der Limes superior der Folge, und

(inf{ag| k > n})

liminf a, := lim
n—roo n—roo

heifit Limes inferior der Folge.
Zu dieser Definition ist eine Erlduterung erforderlich. Setzt man
by, :=sup{ag| k > n} fir n € N,

so ist die Folge (b, )neny monoton fallend; da sie beschrénkt ist, existiert nach
Satz 1.5 der Grenzwert lim,,_,oo b,,. Man kann also in der Tat wie oben defi-
nieren. Entsprechendes gilt fiir lim inf.
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Beispiel. a, = (—1)"(1 + %). Es ist

1

1 mo fall d ,
Sup{ak|k>n}={ +”1 alls n gerade
L+ o1 falls n ungerade.
Also ist lim sup a, = 1. Ferner ist
n— o0
1
-(I+5 fall d
inf{ay|k > n} = { ( +n)1, alls n ungerade,
—(1+ m), falls n gerade,
also liminf a,, = —1.
n— o0

Der folgende Satz enthélt eine dquivalente Definition, die oft besser zu
handhaben ist als die urspriingliche.

1.9 Satz. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge und a € R. Dann gilt:

(1) limsupa, < a < Ve € R ist die Menge {k € N|ay > a+ ¢} endlich.

(2) limsupa, > a < Ve € R ist die Menge {k € N|ax, > a — ¢} unendlich.
Entsprechendes gilt fir liminf.

Beweis. (1) ,=“: Sei limsupa, < a. Sei ¢ € RT. Wire die Menge {k €
N|ag > a + €} unendlich, so wire
sup{ag|k >n} >a+e fiir alle n € N,

also limsupa, > a + ¢ > a, was ein Widerspruch ist.

»<=%: Sei {k € N|ay > a+ ¢} endlich fiir jedes ¢ € RT. Dann gibt es zu
gegebenem € € Rt ein ng € N so, dass ai < a + ¢ fiir n > ng, also

sup{ag|k >n} <a+e fiir n > ng.
Es folgt limsupa, < a + ¢; da ¢ € RT beliebig war, folgt limsup a,, < a.

(2) ,=“: Sei limsupa, > a. Sei ¢ € RT. Wire die Menge {k € N|a) >
a — €} endlich, so existierte ein ng € N so, dass ar < a — ¢ fiir n > ng, also

sup{ag|k >n} <a-—c¢ fiir n > ng.

Daraus folgt limsupa,, < a — ¢ < a, was ein Widerspruch ist.
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»<%: Sei {k € N|ay > a — &} unendlich fiir jedes ¢ € RT. Dann gilt fiir
jedes e € R

sup{ag|k >n} >a—¢ fiir alle n € N,

also ist limsup a,, > a—¢. Da e € R beliebig war, folgt limsup a,, > a. ]

Der folgende Satz macht die Bedeutung von Limes superior und Limes
inferior deutlicher und erklart zugleich die Wahl dieser Bezeichnungen.

1.10 Satz. Sei (ap)nen eine beschrinkte Folge. Dann ist limsupa, der
grofite und liminf a,, der kleinste Haufungswert dieser Folge.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir lim sup zu beweisen. Sei H die Menge
der Haufungswerte der Folge (a,)nen. Nach Satz 1.6 ist H # (), und H ist
beschriankt. Setze s := sup H und limsup a,, =: a.

Nach Satz 1.9 (1) ist fiir jedes e € RT die Menge {k € N|ay, > a + ¢} end-
lich. Also kann keine Zahl > a + ¢ Grenzwert einer Teilfolge (d.h. Hiufungs-
wert) sein. Fiir alle h € H gilt also h < a, folglich ist s < a.

Behauptung. a € H [Daraus folgt dann a < s, also a = s.

Beweis. Wir konstruieren rekursiv eine Teilfolge, die gegen a konvergiert.
Setze k1 = 1. Sei k,,—1 schon definiert. Nach Satz 1.9 (2) ist die Menge

1
{k€N|ak2a—}
n

unendlich, also existiert ein k,, € N mit k,, > k,—; und ai, > a—1/n. Damit
ist die Teilfolge (ak, Jnen definiert. Fiir alle n € N gilt (wegen k,, > n)

1

sup{ax|k > n} > ap, >a— —.

n
Fiir n — oo konvergieren beide Seiten gegen a, woraus lim, . ar, = a
folgt. [
Damit ist Satz 1.10 gezeigt. [

Wir kénnen nun ein weiteres notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die Konvergenz einer Folge aufstellen.

1.11 Satz. Die Folge (an)nen konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt
ist und wenn lim sup a,, = lim inf a,, ist.

Das folgt sofort aus Satz 1.2, 1.7, 1.10.
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3.2 Reihen

Unter Verwendung des Grenzwertbegriffes kann man auch fiir gewisse Folgen
(an)nen die ,unendliche Summe® a3 + ag + ... erkliren. Solche unendlichen
Reihen sind wichtig, da man spezielle reelle Zahlen oder Funktionen haufig
durch Reihen ausdriicken kann.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R. Man nennt die Zahl

Sn ::Zak (n eN)

die n-te Partialsumme dieser Folge. Die Folge (s, )nen heiBt unendliche Reihe
und wird mit

o0
>
k=1
bezeichnet. Ist die Folge (s, )nen konvergent, so wird ihr Grenzwert ebenfalls

mit Y r-, ap bezeichnet.

Hiernach bedeutet Y ;- aj also zweierlei; das fiihrt erfahrungsgemif
aber nicht zu Miflversténdnissen. Nach Definition ist

o) n
Zakzs & nhﬁn;oZak.zs.
k=1 k=1
Bemerkung. Es ist klar, was unter > - aj (mit m € Z) zu verstehen ist.

Beispiel (unendliche geometrische Reihe). Sei ¢ € R, |q| < 1. Nach
Behauptung 4.15 aus Kapitel 1 gilt

n k_l_qn—i-l

Sq =0

k=0

also

n

1 n+1
qu—izL%O fiir n — oo,
k=0 l=q 1=q

wobei wir Behauptung 4.11 aus Kapitel 1 benutzt haben. Folglich ist

- 1
qu:fq'

k=0



3.2 Reihen 43

Konvergenz einer Reihe bedeutet nach Definition nichts anderes als die
Konvergenz der zugehorigen Partialsummen-Folge. Die bisher fiir Folgenkon-
vergenz gewonnenen Ergebnisse iibertragen sich also unmittelbar auf Ergeb-
nisse {iber Konvergenz von Reihen. Wir wollen diese Resultate im folgenden
zusammenstellen. Da es sich nur um Umformulierungen handelt, eriibrigt es
sich, auf die Beweise einzugehen.

Aus Satz 1.3 und Satz 1.4 folgt:

2.1 Satz. Seien > ;| ak, Y pey bk konvergente Reihen. Dann ist die Reihe
> pey(ak + by) konvergent, und es gilt

D (ak+bp) = ar+ > by
k=1 k=1

k=1

Gilt a, < by, firk €N, so ist Y oo ar <> oo bi.

Aus Satz 1.5 folgt:

2.2 Satz. Jede Reihe Z:i1 ax mit ap, > 0 fiir alle k € N ist konvergent oder
bestimmt divergent.

Beispiel. An dieser Stelle kénnen wir die gewohnte Praxis rechtfertigen,
reelle Zahlen durch (im Prinzip unendliche) Dezimalbriiche darzustellen. Zum
Beispiel bedeutet die Schreibweise

7 =3,141592653 . ..

ja verabredungsgeméfl nichts anderes, als dass

PO I IS S
=27 70 " 100 " 1000 T 10000 T

ist, also dass 7 durch eine gewisse Reihe mit nichtnegativen Gliedern darge-
stellt werden kann.

Insbesondere stellt also jeder ,,unendliche Dezimalbruch® eine reelle Zahl
dar. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass umgekehrt jede reelle Zahl als Dezi-
malbruch dargestellt werden kann (man bestimme die aj rekursiv).

Wir fahren fort, Ergebnisse fiir Folgen auf Reihen umzuformulieren. Ist
Sn = Z A,
k=1

so ist fir m < n
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n

S .

k=m+1

|5n — 5m| =

Aus Satz 1.8 erhalten wir also sofort die folgende wichtige Aussage.

2.3 Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy). Die Reihe Y -, aj ist genau
dann konvergent, wenn zu jedem € € RT ein ng € N existiert mit

m+p

> a
k=m

<e fiir m > ng und p € Np.

Da die Bedingung insbesondere fiir p = 0 erfiillt sein muf}, haben wir:

2.4 Satz. Notwendig fiir die Konvergenz der Reihe Y ;- | ay ist die Bedin-
gung limg_, ax = 0.

Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend.

Beispiel. Die ,harmonische Reihe* Y7, % ist bestimmt divergent. Es ist
nédmlich

TN P IR CEE T B A
2 374 576 78 9 16) "
————
1 1 1 1 1 1

2. - = — 4. - = — - —_— = —
- 4 2 ~ 8 2 > 8 16 2

u.s.w., also sgn > 1+ n - %, woraus die Behauptung folgt.

Beispiel. Fiir a > 1ist > ;- 7= konvergent. [Dabei sei a € N, denn sonst
ist bis jetzt k% noch nicht erklart. Wenn aber spéter k% fiir o € R erklért sein
wird, bleiben Behauptung und Beweis fiir o > 1 richtig.] Sei n € N. Wilhle
m € N mit n < 27+ — 1. Dann gilt

o T 11 S
L= = < e (= =)+ -
w=Yws X mott(mrg) o @
k=1 k=1 k=2m
4 _ 1—a\¢ l—a\¢ __
<> 2 G =D (@7 <Y 7 =
=0 £=0 £=0

Dabei wurde 2!~ < 1 (wegen o > 1) benutzt. Die Konvergenz folgt jetzt
aus Satz 2.2.

In Féllen, wo die Voraussetzung von Satz 2.2 nicht erfiillt ist, ist haufig
das folgende Kriterium von Nutzen.
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2.5 Satz (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen). Ist (an)nen, €ine
monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe

oo

> (=DFax

k=0
konvergent.
Beweis. Setze s, := > p_o(—1)"ay. Es gilt so,10— 82, = —a2n11+a2n+2 < 0,
also ist die Folge (s2y,)neny monoton fallend. Analog ist die Folge (S2n+1)nen
monoton wachsend. Wegen So,+1 — S2n, = —a2p4+1 < 0 gilt

S2n = S2p41 = S1 und Son+1 < S2n < So.
Nach Satz 1.5 existieren also
a:= lim s9, und b:= lim sony1.
n— o0 n—oo

Es ist a — b = limy, 00 (82 — Son+1) = limy, o0 aopt1 = 0, also a = b.
Sei e € RT vorgegeben. Es gibt ein ng € N mit
[son —al < e fiir 2n > ny,
und es gibt ein n; € N mit
|sont1 —al < e fiir 2n +1 > ng.
Fiir m > max{ng,n;} gilt also
|$m — a| < e.

Damit ist Y o (—1)*ay = a gezeigt. u

Absolute Konvergenz

Feinere Konvergenzbetrachtungen fiir Reihen erfordern eine neue Begriffs-
bildung. Hierauf werden wir beispielshalber bei der folgenden Fragestellung
gefiithrt. Gilt fiir unendliche Reihen auch ein ,, Kommutativgesetz“? Mit ande-
ren Worten: Héngen Konvergenz und Grenzwert einer Reihe von der Reihen-
folge der Summanden ab, oder darf man die Summanden beliebig umordnen?
Mit einer ,,Umordnung® ist folgendes gemeint:

Definition. Sei ) ;- aj eine Reihe und 7 : N — N eine Permutation (bi-
jektive Abbildung auf sich) von N. Dann heiBt die Reihe 77 a ¢ eine
Umordnung der urspriinglichen.
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Beispiel. Die Reihe 7, (—1)""'1 ist nach dem Leibniz-Kriterium kon-
vergent. Da > | 7% divergiert, 148t sich leicht eine Umordnung angeben, die

divergiert: Fiir n € N gilt

1 1 1 1 1
i1ttt 7% T

also

11

12

11

371

1 1 1

+(5+7>_6

11 1 1\ 1

<9+11+13+15>_8

1 I 1 1
2m 41 ntl — 1 2n+2

—o00 fiir n — oo.

Wie sich zeigt, kann etwas derartiges nicht passieren, wenn neben > ay
auch die Reihe Y |ay| konvergiert.

Definition. Die Reihe 220:1 ar heiflt absolut konvergent, wenn die Reihe
> ey lak| konvergiert.

2.6 Satz. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Sei Y |ag| konvergent. Wir zeigen, dass > a; die Voraussetzung des
Konvergenzkriteriums von Cauchy erfiillt. Sei e € RT. Da }_ |ay| konvergiert,
existiert ein ng € N mit

m+p
Z|ak|<6 fiir m > ng, p € Np.
k=m

Fiir diese m, p gilt also erst recht

m+p

>
k=m

Nach Satz 2.3 ist die Reihe > ;- ; aj konvergent. "

m+p

< Z lak| < e.

k=m
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Hier wurde die Ungleichung |by + -+ 4+ by| < |b1| + - - - + |by| benutzt, die
natiirlich aus der Dreiecksungleichung durch Induktion herzuleiten ist.

2.7 Satz (Umordnungssatz). Sei Y .-, aj eine absolut konvergente Reihe
mit Grenzwert a. Dann konvergiert auch jede Umordnung dieser Reihe gegen
a.

Beweis. Sei 7 : N — N eine Permutation von N. Sei e € RT vorgegeben. Da
> |ak| konvergiert, gibt es ein m € N mit

oo

3 el < g

k=m+1

Wiéhlen wir ein ng € N mit {1,...,m} C {r(1),...,7(no)}, so gilt fiir alle
n > ng

n n m m
Zam@) —a| < Z%(k) *Zak + Zak —a
k=1 k=1 k=1 k=1

(oo} oo
< 3 ad+ Y
k=m+1 k=m+1
<e.

Hierbei haben wir benutzt, dass fiir £ > m gilt

m l 4 4 [e%s)
S oo = [Ym—an 3 al<|Sa-d+ ¥l
k=1 k=1 k=m+1 k=1 k=m+1
Der Grenzwert £ — oo liefert die obige Abschétzung des zweiten Terms. [

Nachdem schon hierdurch (und erst recht im weiteren Verlauf) die Bedeu-
tung von absoluter Konvergenz unterstrichen wird, wollen wir Kriterien fiir
absolute Konvergenz zusammenstellen. Am h#ufigsten anwendbar ist wohl
das folgende:

2.8 Satz (Majorantenkriterium). Seien > ay, > ¢, Reihen. Gilt
lak| < ck fir alle k € N

und ist die Reihe ) ci, konvergent, dann ist die Reihe Y aj absolut konver-
gent.

Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢; konvergiert, existiert ein ng € N mit
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ch<5 fir m > ng, p € Np.

Fiir diese m, p gilt also

m-+p m-+p
S lal <> <e.
k=m k=m
Aus Satz 2.3 folgt die Behauptung. [

Gilt |ag| < ¢ fiir k € N, so nennt man die Reihe > ¢ eine Majorante der
Reihe ) ay. Eine Reihe ist also absolut konvergent, wenn sie eine konvergente
Majorante besitzt. Haufig brauchbare Vergleichsreihen sind die geometrische
Reihe (¢ = ¢*,¢q < 1) und die (-Reihen (¢; = 7% mit einem a > 1).

Gilt dagegen a > ¢ > 0 fiir k € Np, so nennt man die Reihe ) ¢ eine
Minorante der Reihe ) ay. Besitzt die Reihe Y ay, eine bestimmt divergente
Minorante, so ist sie selbst bestimmt divergent. Eine manchmal brauchbare
Vergleichsreihe ist die harmonische Reihe.

Wenn sich keines der obigen Kriterien unmittelbar anwenden 148t, versu-
che man es mit einem der folgenden.
2.9 Satz (Quotientenkriterium). Sei > ay eine Reihe mit ay, # 0 fir k € N.
Es gebe eine Zahl g € R mit 0 < g < 1 und

an+1
Qn

<gq fiir n € N.

Dann ist die Reihe > a,, absolut konvergent.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgert man durch Induktion sofort
|an+1] < ¢"aal-

Da die Reihe Y ¢™|a1| = |a1] D ¢ wegen |g| < 1 konvergiert, folgt die Be-
hauptung aus dem Majorantenkriterium. [

Natiirlich geniigt es, wenn beim Quotientenkriterium die Voraussetzungen

an # 0 und ‘a;—zl‘ < g fiir fast alle n erfiillt sind.

Besonders bequem ist das Quotientenkriterium anzuwenden, wenn es ge-

=: a zu bestimmen, falls dieser Grenzwert existiert. Ist

. . An 41
lingt, lim,, o ‘ZT
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An41

a < 1, so gilt fiir beliebiges ¢ mit a < g < 1 jedenfalls ‘ z

< q fiir fast alle

n

n; die Reihe ist also absolut konvergent. Gilt a > 1, so gilt

Ap+1
an

>1 fir fast alle n.

In diesem Fall ist die Reihe divergent, da (a,)nen keine Nullfolge ist. Im Fall
a = 1 kann sowohl absolute Konvergenz als auch Divergenz vorliegen (z.B.

E,le undZ%).

Die Formulierung eines weiteren niitzlichen Kriteriums erfordert eine Vor-
bemerkung. Sind Zahlen n € N und a € Rt gegeben, so gibt es eine Zahl
b € RT mit b = a. Man schreibt dann b = {/a und nennt b die n-te Wurzel
aus a. Sie ist eindeutig bestimmt, denn aus 0 < b < ¢ folgt b™ < ¢". Die Exi-
stenz der n-ten Wurzel kénnten wir bereits an dieser Stelle leicht zeigen; wir
verzichten aber darauf, da sie sich spéter in allgemeinerem Rahmen ergibt.

Ferner sei daran erinnert, dass wir in Abschnitt 3.1 fiir eine beschrink-
te Folge (an)nen den Limes superior limsup,,_, . a, definiert hatten. Wir
ergidnzen diese Definition noch:

Definition. Ist (a,)nen nicht nach oben beschrinkt, so schreibt man

lim sup a,, = oc.
n—oo

Man vereinbart noch oo > a fiir a € R.

2.10 Satz (Wurzelkriterium). Die Reihe Y -, ay ist absolut konvergent,
wenn

limsup {/|an| < 1

n—oo

ist, und divergent, wenn

limsup {/|an| > 1

n—oo

1st.

Beweis. Sei limsup {/|a,| =: @ < 1. Dann gibt es ein ¢ < 1 mit {/|a,| < ¢
und daher |a,| < ¢" fiir fast alle n. Aus dem Majorantenkriterium folgt die
absolute Konvergenz der Reihe Y ay,.

Ist limsup /|a,| > 1, so gilt |a,| > 1 fiir unendlich viele n; also ist
(an)nen keine Nullfolge und daher Y a,, divergent. ]
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Bemerkung. Besonders bequem ist die Anwendung des Wurzelkriteriums,
wenn lim {/|a,| existiert und bestimmt werden kann.

Man beachte, dass das Wurzelkriterium im Fall limsup {/|a,| = 1 keine
Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz der Reihe > a,, erméglicht.

Beispiele.

n? . n! .
on (Quot.-Krit.), Z 557 @ntl) (Quot.-Krit.),

Z( Yn—1)"  (Wurzel-Krit. und

bui= (Yn—-1) = n=(bn+1)”z1+(g>bi)

TLZ
Z ( r ) (Wurzel-Krit. und Bernoullische Ungl.)
n+1

Absolute Konvergenz spielt auch eine Rolle, wenn wir versuchen, zwei kon-
vergente Reihen gliedweise zu multiplizieren. Betrachten wir zunéchst endli-
che Summen. Es ist

(al +"'+an)(b1 + "'+b7n) = Zaibja

wo iiber alle Paare (i,5) € {1,...,n} x{1,...,m} (in beliebiger Reihenfolge)
zu summieren ist. Wenn wir dies auf unendliche Reihen iibertragen wollen,
miissen wir fiir die Paare (i,7) € N x N eine Reihenfolge festlegen. Es ist
iibersichtlich, die Paare (4,j) nach wachsendem i + j anzuordnen (und die
mit festem 4 + j beliebig). Man definiert daher folgendermafien:

Definition. Seien Y ;7 ak, Y poobr Reihen. Das Cauchy-Produkt dieser
Reihen ist die Reihe

0o k
ch mit ¢ = Zajbk,j = agby, + a1bp—1 + - -+ arby.
k=0 j=0

2.11 Satz. Sind die Reihen Y ;- ar und Y, by, absolut konvergent, so ist
auch ihr Cauchy-Produkt absolut konvergent, und es gilt

k=0 \j=0

Beweis. Setze Z?:o ajb,—; =: ci. Partialsummen bezeichnen wir mit den
entsprechenden groflen Buchstaben, also
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n n n
A, = g ai, B,:= E b, Cp:= Ck-
k=0 k=0

k=0

Behauptung. 1. lim,, . (A4,B, — C,) =0.

Beweis. Sei € € RT gegeben. Es ist

Aan — Cn = Z aibj — Z aibj = Z aibj

ign i+j<n (1,7)€EAn
mit

An={(i,5) ENoxNo [ i <, j<m, i+j>n}
Setze

i<n
j<n

Nach Voraussetzung und Satz 1.3 ist die Folge (Dy)nen konvergent, also
existiert nach Satz 1.8 ein ng € N mit

|Dy, — Dyl < € fiir n > nyg.
Es ist
Dp=Dpy= > laib;]
(4,3)€ln
mit

I, = {(i,j)ENOXNO|i§n,jgn}\{(@j)EN()XNo‘iSno,jgno}.
Fiir alle n > 2ng gilt A,, C I, und daher

[AnBn = Cul < > ashj| < > asbs| = Dy — Dy, | <e.
(1,5)€AR (6,5)ETn

Damit ist die 1. Behauptung bewiesen. [
Aus der 1. Behauptung folgt nach Satz 1.3
lim C, = (lim A,) (lim B,).
n— oo n—oo n—oo

Behauptung. 2. Z;‘;O ¢, konvergiert absolut.
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Beweis. Setze cf = E?:o |a;||bk—;]. Da die Reihen ) |ax|, > |bx| absolut
konvergieren, konvergiert nach dem Vorstehenden die Reihe Z;":O cy. Bs gilt

k
e <D lasbi—s| = c.
=0

Nach dem Majorantenkriterium ist > ¢; absolut konvergent. ]

Damit ist Satz 2.11 gezeigt. [

3.3 Die Exponentialreihe

Als erste Anwendung des Vorstehenden behandeln wir nun die Exponenti-
alreihe. Viele fiir die Analysis und ihre Anwendungen wichtige reelle Funk-
tionen werden durch unendliche Reihen definiert. Als erstes und besonders
wichtiges Beispiel hierfiir wollen wir jetzt die Exponentialfunktion einfiihren.
Warum sie zum Beispiel bei der Beschreibung physikalischer Vorgénge, aber
auch in anderen Anwendungsgebieten, oft auftritt, 148t sich allerdings erst
gut erkldren, wenn wir die Differentiation von Funktionen eingefithrt haben.
Einen Hinweis gibt aber schon Satz 3.4.

3.1 Satz. Fir jedes x € R ist die Reihe

>

|
n=0 s
absolut konvergent.
Beweis. Wegen

" inl |z| 1
= < = fiir n > 2
(n+ 1)lzn n+1 2 iir n = 2Jz]

folgt dies aus dem Quotientenkriterium 2.9. m

Definition. Die Reihe > 7 %7,1 heifit Ezponentialreihe. Die durch

o0

exp(z Z% fir x € R

definierte Funktion exp : R — R heif3t Exponentialfunktion. Man setzt

o0

Z =exp(l) =e (Eulersche Zahl) .
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Spéiter werden wir exp(x) = e* schreiben, aber zuvor mufl gezeigt werden,
dass in der Tat exp(n) = e” fiir n € Z gilt.

Will man exp(z) ndherungsweise aus der Exponentialreihe berechnen, so
muf} man eine , Fehlerabschitzung“ haben.

3.2 Satz. Wird das ,Restglied Ry,+1(x) durch

m l‘n
exp(z) = Z s + Ryy1(x)
n=0 "

definiert, so gilt

T m+1 B
Beweis. Es ist
> " > |$|n
Ranwi=| 3 2< 3
n=m+1 n=m+1
B e A N ™
 (m+1)! m+2  (m+2)(m+3)

m 2
B U IO T
~ (m+1)! m+ 2 m+ 2 )

Wird also WLLJQ < % vorausgesetzt, so folgt

|x|m+1

|R (gc)|<M 1—1—1—&-14- 22— ]
A= 1) 24 ) T T )

Wenn also eine Genauigkeitsschranke o > 0 vorgeschrieben ist, so kann
man aus der Abschétzung in Satz 3.2 zu gegebenem z eine Zahl m errechnen,
so dass

<«

exp(z) — Z :%L

n=0

ist. Zum Beispiel berechnet man so (man nehme m = 14):

e =2,718281828459 +2-1012.

Bemerkung. Fiir z = 1 konnen wir auch wie folgt abschétzen:
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0<Rpt1(1) < ! 1+ L + L 2+
mt (m+1)! m+1 m+1

1 1 1

(m+ 11— s m-m!

Hieraus konnen wir folgern, dass die Zahl e irrational ist: Andernfalls wire
namlich e = % mit passenden k,m € N, also

k 1 1
0< — =) —<—0)
m Z n!  m-m!
folglich

m
|
O<km!—m§ ﬁ"<1,
n

n=0

was nicht sein kann, da es sich um eine ganze Zahl handelt.

Wir benutzen jetzt die im vorigen Abschnitt behandelte Multiplikation
von Reihen, um die wichtige Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
herzuleiten.

3.3 Satz. Flir alle z,y € R gilt exp(x + y) = exp(x) exp(y).

n n

Beweis. Da die Reihen % und Y %4; absolut konvergieren, ist das Pro-

n! n!
dukt ihrer Grenzwerte nach Satz 2.11 gleich dem Grenzwert ihres Cauchy-

Produktes, also ist

_ o0 T e yn B oo n .’Ek ynfkr
exp(a)exp(y) = | ) — =20 o w
n=0 n=0 n=0 k=0
- 1 - n k, n—k - 1 n
=2 a2 g )e T = e y) = e +y),
n=0 k=0 n=0
wobei die binomische Formel benutzt wurde. [ ]

Folgerungen
Fiir n € Nist
exp(n) =exp(l+---+1) =exp(1l)---exp(l) = exp(1)" ="

nach Definition der Zahl e. Aus der Reihendarstellung ergibt sich exp(0) =
1=2¢"
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Fiir x € R ist

1 =exp(0) = exp(—z + ) = exp(—2x) exp(z),

also
1
exp(—x) = .
p(-2) exp
Von nun an schreiben wir
exp(x) = €° fir x e R;

da wir exp(k) = €* fiir k € Z gezeigt haben, ist das in Einklang mit der
bereits festgelegten Bedeutung von e* fiir x € Z. Mit dieser Schreibweise ist
also

1
eV = e¥e¥ fir z,y € R, et =—.

e.’.E

Fiir x > 0 ist

22
ef=ltat o+ >0
Fir z < 0ist —x > 0, also e” = eiw > (. Also ist e* > 0 fiir alle x € R. Fir
x >y gilt ferner
xr
— ="V > 1, also e® > eY.

eY
Die e-Funktion ist also streng monoton wachsend.
Zum SchluB geben wir noch eine Darstellung der Exponentialfunktion
durch einen Grenzwert. Sie gibt einen ersten Hinweis auf das Auftreten der

Exponentialfunktion in verschiedenen Anwendungen (Interpretation: Konti-
nuierliche Verzinsung, radioaktiver Zerfall).

3.4 Satz. Fliir alle x € R gult

lim (1 + f)n — "

n—oo

Beweis. Sei x € R gegeben. Wir setzen a,, := (1 + %)n (fiir gegebenes x € R).
Nach der binomischen Formel ist

=3 (Z) o
k=0

Zunéchst sei x > 0. Fiir £ > 1 gilt
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ny\1 1 n n-1 n—k—|—1<1
E/nk  Kl'n n n -k
also
x x -
<Y T e
k=0 k=0
Sei e € RT. Es gibt ein m € N mit
-
ZT>€ 3

Fir n > m gilt
a>i nwk_mmn n—1 n—k+1
"= k)nk k' n n n '
k=0 k=0

Fiir n — oo konvergiert der k-te Summand der rechten Seite gegen

:Ek

71> also

die rechte Seite gegen ZZLO ”;C—I: Daher gibt es ein ng > m mit
ok e
an>kz_%ﬁ—§ fiir n > no.

Fir alle n > ng gilt also
e’ >a, >e" —e.

Somit gilt lim, s a, = €.
Sei nun « < 0. Es gilt
T\" T\" z\2\"
0-2) (-2 - () =
n n n
Nach der Bernoullischen Ungleichung ist fiir n > |z|
2

(=) =t

lim (1—5) (1+£) -1
n—oo n n

daraus folgt

Wegen —x > 0 ist

also nach Satz 1.3



4 Topologie in R und Stetigkeit

4.1 Topologische Eigenschaften von Mengen reeller
Zahlen

Die genauere Untersuchung von reellen Funktionen, wie sie in den folgen-
den Abschnitten beabsichtigt ist, erfordert zunéchst einige Kenntnisse iiber
mogliche Eigenschaften ihrer Definitionsbereiche. Eigenschaften der Art, wie
sie hier betrachtet werden sollen, bezeichnet man als , topologische“ Eigen-
schaften (von griechisch topos = Ort), da es bei ihnen weniger um Grofenei-
genschaften als um Lage- und gestaltliche Eigenschaften geht. Im folgenden
sprechen wir (zur Unterstiitzung der Anschauung) gerne von ,, Punktmengen®
anstatt von Zahlenmengen. Gemeint sind aber immer Teilmengen von R.

Zunichst sei an den Umgebungsbegriff erinnert. Fiir x € R und € € RT
hatten wir die Menge

U(z)=(z—c,z4+e)={yeR | [z —y| <e}

als die e- Umgebung von x bezeichnet. Eine Menge U C R heifit Umgebung
von x, wenn U eine passende e-Umgebung von x enthélt. Wir bemerken:

1.1 Behauptung. Der Durchschnitt von endlich vielen Umgebungen von x
ist Umgebung von x.

Beweis. Seien Uy, ..., U, Umgebungen von x. Es gibt also Zahlen ¢y, ...,¢, €
R mit U, (x) CU; (i = 1,...,n). Mit £ := min{eq,...,e,} gilt U.(z) C
U, (z) CU; fiiri =1,...,n,also U.(x) C UN- - -NU,, folglich ist U1N---NU,

Umgebung von . [

Nun kommen wir zu zwei grundlegenden Eigenschaften, die Mengen reeller
Zahlen haben konnen.

Definition. Die Menge M C R heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer
Punkte ist.
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Mit anderen Worten:

M ist offen < Vo€ M Je € RT : U.(2) C M.

Beispiele. offene Intervalle (Beweis trivial), ), R. Weitere Beispiele ergeben
sich aus dem folgenden Satz:

1.2 Satz. Die Vereinigung von (beliebig vielen) offenen Mengen ist offen.
Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

Beweis. trivial bzw. Behauptung 1.1. [

Definition. Sei M C R eine Teilmenge und a € R. Dann heifit a Hdufungs-
punkt von M, wenn jede Umgebung von a einen von a verschiedenen Punkt
von M enthélt.

Mit anderen Worten:

a ist Haufungspunkt von M
& Fiir jede Umgebung U von a gilt (UNM) \ {a} #0
SVeeRT IreM:0<|z—al<e.

Man muf also unterscheiden zwischen einem Haufungspunkt einer Folge und
einem H&ufungspunkt einer Menge. Nicht jeder Haufungspunkt einer Folge
(an)nen ist notwendig auch Haufungspunkt der Menge {a,| n € N}. (Beispiel:
an = (=1)").

Bemerkung. Ist ¢ Haufungspunkt von M, so liegen in jeder Umgebung von
a unendlich viele Elemente von M.

Analog zum Satz von Bolzano-Weierstraf§ konnen wir folgende Variante
herleiten, die ebenfalls als Satz von Bolzano-Weierstrafl bezeichnet wird:

1.3 Satz (Bolzano-WeierstraBl). Zu jeder beschrinkten unendlichen Menge
M CR gibt es in R einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Man zeigt dies in offensichtlicher Weise vollig analog zum Beweis
von Satz 1.6 aus Kapitel 3 durch Intervallhalbierungsverfahren und Intervall-
schachtelung. [

Definition. Die Menge M C R heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Héufungspunkte enthlt.
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Beispiele. abgeschlossene Intervalle, (), R.

Bemerkung. Achtung! Eine Menge braucht weder offen noch abgeschlossen
zu sein; eine Menge kann sowohl offen als auch abgeschlossen sein.

Es besteht jedoch ein einfacher Zusammenhang zwischen offenen und ab-
geschlossenen Mengen, siehe Satz 1.4.
Bezeichnungen. Ist M C R, so nennt man die Menge
M =R\ M

das Komplement von M. Fiir z € R gilt also: x € M¢ & = ¢ M. Es ist
(Me)e =M.

1.4 Satz. Fir M CR gilt:
M offen < M€ abgeschlossen.
Beweis. ,=*: Sei M offen. Sei z Haufungspunkt von M¢. Angenommen, es

wire ¢ M€, also © € M. Dann ist M Umgebung von z mit M N M¢ = {,
was ein Widerspruch ist. Also ist x € M€.

<= Sei M€ abgeschlossen. Sei x € M. Dann ist x ¢ M€, also z nicht
Héufungspunkt von M¢€. Folglich existiert eine Umgebung U von z mit U N
Me¢ =10, also mit U C M. Da x € M beliebig war, ist M offen. n

Fiir die Komplementbildung gelten die folgenden sogenannten de Mor-
gan’schen Regeln, die leicht zu beweisen sind (hier ist M ein beliebiges System

VoIl Mengen).
< ) C
MeM MeM

() =y,

Beriicksichtigt man sie, so folgert man aus Satz 1.4 und Satz 1.2:

1.5 Satz. Der Durchschnitt von (beliebig vielen) abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen
ist abgeschlossen.

Unter den abgeschlossenen Mengen sind die beschrankten besonders wich-
tig, daher haben sie einen besonderen Namen:
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Definition. Eine Menge M C R heifit kompakt, wenn sie beschrankt und
abgeschlossen ist.

Aus Satz 1.3 sowie Satz 1.6 aus Kapitel 3 ergibt sich unmittelbar:
1.6 Satz. Sei M C R kompakt. Dann gilt:

(a) Jede unendliche Teilmenge von M besitzt einen Hiufungspunkt in M.

(b) Jede Folge in M besitzt eine Teilfolge, die gegen ein Element von M
konvergiert.

Eine weitere wichtige Eigenschaft kompakter Mengen ist die folgende:

1.7 Satz. Jede nichtleere kompakte Menge M C R enthdlt ein Mazimum
(gréfites Element) und ein Minimum (kleinstes Element).

Beweis. Sei M C R kompakt, M # (). Dann existiert s := sup M. Zu jedem
e € RT existiert ein x € M mit x > s — e. Folglich gilt entweder s € M, oder
s ist Haufungspunkt von M, also gilt ebenfalls s € M. Somit ist s = max M.
Analog schliefit man fiir das Minimum. [

Eine etwas weniger einfach zu formulierende, aber bei vielen feineren Un-
tersuchungen besonders wichtige Eigenschaft kompakter Mengen bringt der
,Uberdeckungssatz von Heine-Borel“ zum Ausdruck.

Definition. Ein System (= Menge) M von Teilmengen von R heifit Uber-
deckung der Menge A C R, wenn A C (Jy,;c 0 M gilt. M heifit offene Uber-
deckung, wenn alle Elemente von M offene Mengen sind.

1.8 Satz (Uberdeckungssatz von Heine-Borel). Sei A C R kompakt und M
eine offene Uberdeckung von A. Dann enthdlt M eine endliche Uberdeckung
von A.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung M von A ohne endliche Teiliiberdeckung, d.h. je endlich viele
Mengen von M haben die Eigenschaft, dass ihre Vereinigung nicht ganz A
enthilt. Wir definieren rekursiv eine Intervallschachtelung (J,,)neny mit fol-
gender Eigenschaft: J, N A kann nicht durch endlich viele Mengen von M
iiberdeckt werden. Da A beschréinkt ist, existiert ein Intervall J; = [ag, b1]
mit A C Jy. Sei J, = [an,by] schon definiert, so dass obige Eigenschaft be-
steht. Mindestens eine der Mengen [a,,, 3 (a, + by)] N A, [$(an + by),b,] N A
benétigt zu ihrer Uberdeckung unendlich viele Mengen aus M, sei J,, 41 das
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erste Intervall mit dieser Eigenschaft. Also miissen alle J, unendlich viele
Elemente von A enthalten. Damit ist die Folge (J,)nen definiert. Nach Satz
2.3 aus Kapitel 2 existiert ein 2 € [, oy Jn. Jede Umgebung von z enthélt
fast alle J,,, insbesondere unendlich viele Punkte aus A. Also ist  Haufungs-
punkt von A und daher z € A. Da M Uberdeckung von A ist, existiert ein
M € M mit x € M. Da M offen ist, existiert ein € € RT mit U.(x) C M. Es
gibt ein ng € N mit b,, — an, < . Fiir alle y € J,,, gilt dann (wegen z € Jy,,)
|z —y| < e, also y € Ug(x). Somit ist Jp, C Uc(x) C M. J,, wird also sogar
durch die eine Menge M € M iiberdeckt, ein Widerspruch. L]

Satz 1.8 gestattet auch eine Umkehrung:

1.9 Satz. Sei A C R eine Menge mit der Eigenschaft, dass jede offene
Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung von A enthdlt. Dann ist A
kompakt.

Beweis. Da die Uberdeckung {U;(a)| a € A} eine endliche Uberdeckung von
A enthilt, ist A beschrinkt. Sei 2z € A°. Dann ist das System {M,, | n € N}
mit M, = {y € R| |z —y| > 1} eine offene Uberdeckung von A. Es gibt
also ein k € N mit

folglich mit U (x) € A°. Also ist A offen und damit A abgeschlossen. L]

4.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Wir betrachten im folgenden reelle Funktionen, worunter wir Funktionen
f : D — R mit einem nichtleeren Definitionsbereich D C R verstehen wol-
len. Von den Funktionen, die einfache physikalische Vorgéinge beschreiben
(z.B. ,Weg als Funktion der Zeit* bei der Bewegung eines Massenpunktes)
ist man es gewdhnt, dass ,kleinen“ Anderungen des Argumentes nur , kleine“
Anderungen der Funktionswerte entsprechen. Der Versuch, diese Vorstellung
mathematisch zu prézisieren, fiithrt zur Begriffsbildung der Stetigkeit, die fiir
den weiteren Aufbau der Analysis von grundlegender Bedeutung ist. Zur be-
quemeren Behandlung dieser Eigenschaft von Funktionen fithren wir zunéchst
einen Grenzwertbegriff fiir Funktionen ein, der in Analogie zum Grenzwert
von Folgen gebildet ist.

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion (D C R), a ein Hiufungs-
punkt von D und b € R. Man schreibt
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lim f(z) =9, (2.1)

T—ra
wenn zu jedem £ € R ein § € R existiert mit
|f(z) — bl <e firallexz e D\ {a} mit [z —a| <.
Gilt (2.1), so sagt man, dass lim,_,, f(z) (der Grenzwert von f bei Annéhe-

rung an a) existiert.

Kurz gefafit lautet die Definition also:
lim f(z) = b
sVeeRT IFeRT VzeD: (0< |z —a| <d=|f(z) - b <e).

Bei der Anwendung des Grenzwertbegriffes fiir Funktionen ist es oft niitz-
lich, dass man die Untersuchung von lim,_,, f(z) zuriickfithren kann auf die
Untersuchung von Folgen-Grenzwerten:

2.2 Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a ein Hdufungspunkt von D.
Dann gilt:

lim f(z) =b < (%) Fiir jede Folge (zp)nen in D\ {a} mit

e lim,, 00 Tn, = a gilt lim, o f(z,) = 0.

Beweis. ,=“: Gelte lim,_,, f(z) = b. Sei (zy)nen eine Folge in D\ {a} mit
lim,, 00 T, = a. Sei € € RT. Wegen lim,_,, f(x) = b gibt es ein § € RT mit

|f(z) —b] <e furallexe D\ {a} mit |x —a| <.
Wegen lim,, , o, x, = a gibt es ein ng € N mit
|z, —al <d  fur alle n > ng.
Fiir n > ng gilt also |f(z,) — b| < e. Damit ist lim, o f(2,) = b gezeigt.

»<=“: Gelte (%). Angenommen, es wire nicht lim,_,, f(x) = b. Das be-
deutet:

JeeRT VSRt Iz € D\ {a}: (Jx —a] <6 A|f(x) —b] > ).
Insbesondere kénnen wir zu jedem n € N ein z, € D \ {a} auswéhlen mit

|zn—al < L und | f(z,)—b| > e. Es gibt also eine Folge (z;,)nen in D\ {a} mit
lim,, oo &, = a, fiir die nicht lim, o f(x,) = b gilt, ein Widerspruch. [
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Bemerkung. Im letzten Teil des vorstehenden Beweises haben wir Ge-
brauch gemacht von der folgenden Tatsache:

(A) Ist (M, )nen eine Folge nichtleerer Mengen, so gibt es eine Abbildung
a:N—= U,cy Mp mit a(n) € M, fiir alle n € N.

Obwohl wir in dieser Vorlesung die Mengenlehre nur in der sogenannten , nai-
ven“ Weise benutzen, also ohne axiomatische Begriindung, sei doch darauf
hingewiesen, dass es sich hier um ein Axiom der Mengenlehre handelt (das
abzihlbare Auswahlaxiom). Es ist in der elementaren Analysis iiblich, dieses
Axiom stillschweigend zu benutzen.

Fir die Existenz des Grenzwertes einer Funktion haben wir auch ein
Cauchy-Kriterium zur Verfiigung;:

2.3 Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a ein Hdufungspunkt von D.
Der Grenzwert lim,_,, f(x) existiert genau dann, wenn gilt:

Ve eRT 35 e RT Va,y € D\ {a}:

(o —al <6 und |y —a < 5= |f(x) - f) <) O

Beweis. ,=*: Sei lim,_,, f(x) = b. Sei € € RT. Es gibt ein § € RT mit
|f(z) = b < % fir alle z € D\ {a} mit |z —a| < 4.
Fiir alle z,y € D\ {a} mit |z —a| < 4, |y —a|] < J gilt also

[f (@) = fW) < |f(2) = bl +[f(y) b <e.
(2.4) ist also erfiillt.

»=“: Gelte (2.4). Sei (z,,)nen eine Folge in D\ {a} mit lim, . 2, = a.
Sei ¢ € RT gegeben; sei § gemiifl (2.4) gewihlt. Es gibt ein ng € N mit
|z —a| < 0 fiir n > ng. Fiir m,n > ng gilt also |f(zn,) — f(x,)| < €. Somit ist
die Folge (f(xy))nen eine Cauchyfolge und daher nach Satz 1.8 aus Kapitel 3
konvergent gegen eine Zahl b. Diese Zahl b héngt (wegen (2.4)) offenbar nicht
von der speziellen Folge ab. Aus Satz 2.2 folgt also lim,_,, f(z) = . [

Zu dem eingefiithrten Grenzwertbegriff fiir Funktionen kann man einige
naheliegende Varianten erkléren, die manchmal niitzlich sind.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und a € R. Ist ¢ Haufungspunkt
von D N (—o0,a), so schreibt man

tin f(z) =

SVeeRT IFeRT VaeD:(a—-d<z<a=|f(x)—bl <e).
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Ist @ Haufungspunkt von D N (a, c0), so schreibt man
li =b
Jim f (2)

SVeeRT ISR VaeD:(a<z<a+d=|f(z)—b <e).

Mit anderen Worten, es ist

zh/‘nz f(.’b) =be allir}z f|(—oo,a) (x) =b,

wobei f|(_oc,q) die Einschrankung von f auf (—oo, a) ist. Entsprechendes gilt
fiir limg\ q. Jetzt ist auch klar, dass sich die Sétze 2.2 und 2.3 sinngeméf auf
diese ,linksseitigen“ und ,,rechtsseitigen” Grenzwerte iibertragen lassen.

Definition. Sei f: D — R eine Funktion und a ein Haufungspunkt von D.
Man schreibt

lim £(z) = o0
sVeeRT 3§eRT Ve e D\ {a}: (Jx —a] <& = f(x) > ¢).

Analog definiert man lim,_,, f(z) = —oo, lim, », f(z) = oo, u.s.w.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und D nicht nach oben beschrénkt.
Man schreibt

ILm flx)=">

&VeeRT IceRVzeD: (z>c=|f(x)—bl <e).

Analog definiert man lim, o f(z) = b, lim,_, f(z) = 00, w.s.w.

Beispiele. Sei D :=R\ {0}, f: D — R definiert durch = — 1. Dann ist
lim f(a) = e, lim f(z) = oc.
Mit demselben D sei f : D — R definiert durch = — ?12 Dann ist
lim f(a) = oo.

Sei p : R — R eine Polynomfunktion, das heifit

p(ll?) :anx”Jran_lxnfl+...+a1z+a0 firzreR
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mit gegebenen Zahlen a,, .. .,ao € R. Sei etwa a,, > 0. Dann gilt (fiir n > 1)
lim p(z) = oo,
Tr—r o0
. 0, wenn n gerade ist,
lim p(z) = .
z——00 —00, wenn n ungerade ist.

Dies liest man sofort an der fiir z # 0 giiltigen Darstellung

+ 3 -+
(/% anT apx™

p(a:) _ anxn (1 + An—1 (n—2 N ap )

ab.

Stetigkeit

Die am Anfang dieses Paragraphen intuitiv erlduterte Stetigkeit einer Funk-
tion 148t sich nun bequem mit Hilfe des Grenzwertbegriffes formulieren. Wir
ziehen aber zunichst eine dquivalente Definition vor.

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion und a € D. Die Funktion f
heifit stetig in a, wenn zu jedem £ € R™ ein § € RT existiert mit

If(z) = fla)] <e firallex € D mit|z—al <.
Also kurz: f ist stetig in a <

VeeRY I eRT Vo e D: (v —a|l <d=|f(z)— fla)| <e).

In gleichwertiger Weise konnen wir die Stetigkeit nun mit Verwendung
des Grenzwertbegriffs ausdriicken, wie sich unmittelbar aus den Definitionen
ergibt.

2.5 Satz. Sei f: D — R eine Funktion und a € D ein Hdaufungspunkt von
D. Dann gilt
f stetigina < lim f(x) = f(a).

r—a

Bemerkung. Der Fall, dass a € D, aber a nicht Hiufungspunkt von D ist (a
heifit dann isolierter Punkt von D), kann aufler Betracht bleiben, da offenbar
jede reelle Funktion in jedem isolierten Punkt ihres Definitionsbereiches stetig
ist.

Unmittelbar aus Satz 2.5 und 2.2 erhalten wir:
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2.6 Satz. Die Funktion f: D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn fir
jede Folge (xp)nen in D mit lim, o0 x,, = a gilt: limy, o f(x,) = f(a).

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass Summen und Produkte von stetigen
Funktionen stetig sind. Fiir Funktionen f,g : D — Rsind f+g und fg erklart
durch (f + g)(z) := f(x) + g(x) und (fg)(z) = f(x)g(z) fir alle x € D.

2.7 Satz. Seien f,g : D — R in a € D stetig. Dann sind die Funktionen
f+ g und fg in a stetig. Ist f(a) # 0, so existiert eine Umgebung U von a
mit f(x) #0 firc € UND, und 1/f|U N D ist stetig in a.

Beweis. Dies ergibt sich sofort aus Satz 2.6 und den Rechenregeln fiir Grenz-
werte in Satz 1.3 aus Kapitel 3. Die Existenz von U folgt unmittelbar aus der
Definition der Stetigkeit. (]

Bei Stetigkeitsbeweisen kann man wahlweise diejenige der dquivalenten
Formulierungen benutzen, die gerade am bequemsten ist.

Beispiele. Zum Nachweis der Stetigkeit in a einer Funktion f: D — R ist,
wenn wir unmittelbar die gewédhlte Definition verwenden wollen, zu zeigen,
dass zu gegebenem e € R ein § € Rt existiert mit

re€DAN|z—al<d = |f(z)— fla)| <e.

Wir geben im folgenden, soweit moglich, zu vorgegebenem & ein solches
explizit an.

1) Konstante Funktionen: § beliebig.
2) idg : R —» R mit z — =z, z.B. 0 =e.

3) Hieraus und aus Satz 2.7 folgt, dass jede rationale Funktion in ihren
natiirlichen Definitionsbereich stetig ist. Hierunter versteht man eine
Funktion f : D — R der Form f(z) = % fiir z € D, wobei p, q Poly-
nomfunktionen sind und D := {z € R | ¢(z) # 0} ist.

4) /Ry =Ry, 2= /7,
1. Fall: @ = 0. Wihle z.B. § = £2.
2. Fall: @ > 0. Wihle z.B. § = ¢1/a, denn es ist

|z — al |z — al

Ve-val= e s T
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5) abs: R = R, z — |z
d = ¢ leistet das Gewiinschte wegen ‘|x\ - |a|‘ <|z—aq
6) Die Exponentialfunktion: Nach Satz 3.2 aus Kapitel 3 gilt

le® — 1] <2|z| fiir |[z] <1, also

le® —et| =e*e” " — 1] < e®- 2]z —al.

Daher leistet ¢ := min{1, 555 } das Gewiinschte.

? 2ea

Nun zwei unstetige (d.h. in mindestens einem Punkt nicht stetige) Funktio-
nen:

7) Definiere

flx):= 0 wenn & < 0 fir x € R.
1, wenn x > 0

Diese Funktion ist offenbar genau in 0 unstetig.

8) Die durch

1, wenn x € Q
fz) =
0, wenn ¢ € R\ Q
definierte sog. Dirichlet-Funktion ist offenbar in jedem Punkt a € R un-
stetig. Denn in jeder Umgebung einer reellen Zahl liegen rationale und
irrationale Zahlen.

Verschiedene dquivalente Formulierungen der Stetigkeit sind fiir die An-
wendungen zweckméfig. Zunéchst eine besonders einpréigsame unter Verwen-
dung des Umgebungsbegriffes:

2.8 Satz. Die Funktion f: D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn zu
jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(UND) C
V.

Beweis. ,=“: Sei f stetig in a. Sei V' eine Umgebung von f(a). Dann exi-
stiert ein ¢ € RY mit U.(f(a)) C V. Zu diesem ¢ gibt es nach Voraussetzung
ein § € R* mit

|f(z) — f(a)] <e fiir alle z € D mit |x —a| < 4.
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Setze U := Us(a). Dann gilt f(UN D) C V. In der Tat, sei y € f(U N D),
also y = f(z) mit x € UND. Wegen z € Us(a) gilt |z — a] < 4, also
|f(x) = fla)| <&, dh.y = f(z) € Us(f(a)) CV.

»,<%“ Zu jeder Umgebung V von f(a) gebe es eine Umgebung U von a
mit f(UND) C V. Sei e € RT gegeben. Zu V := U.(f(a)) existiert nach
Voraussetzung eine Umgebung U von a mit f(UND) C V. Es gibt ein § € R™
mit Us(a) C U. Sei jetzt x € D und |z — a] < 4. Dann ist € Us(a) C U,
also f(z) € f(UND) CV =U.(f(a)), dh. |f(z)— f(a)] <e. "

Mit dieser Formulierung der Stetigkeit ist bequem zu arbeiten. Hierfiir
ein Beispiel.

2.9 Satz. Sei f : D — R stetig in einem a € D, sei g : D' — R mit
f(D) C D' stetig in f(a). Dann ist go [ stetig in a.

Beweis. Wir benutzen Satz 2.8. Sei W eine Umgebung von (g o f)(a) =
g(f(a)). Da g stetig in f(a) ist, existiert eine Umgebung V von f(a) mit
g(VND') CW. Da f stetig in a ist, existiert eine Umgebung U von a mit
FUND) CV. Alsogilt (9o f)(UND) = g(f(UND)) Cg(VND)CW. =

SchlieBllich wird noch naheliegenderweise definiert:

Definition. Die Funktion f : D — R heif3t stetig, wenn f stetig ist in a fiir
alle a € D.

Die Funktion im siebten der obigen Beispiele hat eine Unstetigkeit von
besonders einfacher Art:

Definition. Die Funktion f: D — R hat in a € D eine Sprungstelle, wenn
die einseitigen Grenzwerte

lim f(@)  wd lim f(@)

existieren und verschieden sind.

Ist f eine monotone Funktion, so ist leicht zu sehen, dass in jedem Punkt
a des Definitionsbereiches die einseitigen Grenzwerte von f(x) fiir © ' a
und z Y\, a existieren. Bei einer monotonen Funktion sind die Unstetigkeits-
stellen also sdmtlich Sprungstellen. Hieraus kann man folgern, dass bei einer
monotonen Funktion hiéchstens abzidhlbar viele Unstetigkeitsstellen auftreten
koénnen.
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Im iibernéchsten Paragraphen werden wir einige wichtige spezielle Funk-
tionen als Umkehrfunktionen von gewissen streng monotonen Funktionen
einfithren. Nach Satz 1.1 aus Kapitel 2 ist eine streng monotone Funktion
injektiv, und die daher existierende Umkehrfunktion f~! ist ebenfalls streng
monoton.

2.10 Satz. Sei D ein Intervall, f : D — R streng monoton. Dann ist die
Umbkehrfunktion f=1 : f(D) — R stetig.

Beweis. O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend, und D enthalte mehr als
einen Punkt. Seien y € f(D) und € € R vorgegeben. Es gilt y = f(z) fiir
ein (eindeutig bestimmtes) = € D.

1. Fall: = ist nicht Endpunkt des Intervalls D. Dann existiert ein &/ € R
mit ¢’ <eund [z — &',z +¢€'] C D. Setze

§:=min{y — f(z — &), f(x +&') —y}.
Wegen der strengen Monotonie von f ist § > 0. Sei jetzt y1 € f(D), |y1—y| <
0. Dann ist
fle =&)<y < f(z+€)
und daher nach Satz 1.1 aus Kapitel 2
e—e = fla—€)<fHy) < fTHfla+e)) =a+e,
wegen z = f~(y) also [f~H(y1) — )| <€ <e.

2. Fall: x ist Endpunkt, etwa Maximum, des Intervalls D. Dann existiert
ein & € RY mit ¢ < ¢ und [z — &’,2] C D. Setze § = y — f(z — &').
Firr y; € f(D) mit |y; —y| < 0 gilt f(x —¢') < y1 < y, woraus wie oben
|f~ 1) = FH ()] < e folgt. n

Man beachte, dass in Satz 2.10 nicht die Stetigkeit von f vorausgesetzt
zu werden braucht. Andererseits 1483t sich selbst bei stetigem f nicht auf die
Stetigkeit von f~! schlieBen, falls der Definitionsbereich von f kein Intervall
ist. Dies 1483t sich leicht durch Beispiele belegen.

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige wichtige Sétze zusammen, die sich
auf reelle Funktionen beziehen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich ste-
tig sind. Diese Sétze haben mannigfache Anwendungen. Aus der Stetigkeit
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einer Funktion lassen sich besonders dann interessante Folgerungen ziehen,
wenn der Definitionsbereich von spezieller Art ist. Zunéchst betrachten wir
kompakte Definitionsbereiche.

3.1 Satz. Sei D C R kompakt und f : D — R stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Beweis. Wir benutzen die durch den Uberdeckungssatz von Heine-Borel 1.8
und seine Umkehrung 1.9 gegebene Charakterisierung kompakterMengen.

Sei M eine offene Uberdeckung von f(D). Sei z € D. Es gibt eine Menge
M e M mit f(z) € M. Da M Umgebung von f(x) und f stetig ist, kénnen
wir nach Satz 2.8 eine offene Umgebung U von z wihlen mit f(UND) C M.
Das System

{U|UCRoffen, IM e M: f(UND)C M}

ist also eine offene Uberdeckung von D und enthilt daher nach Satz 1.8 eine
endliche Teilitberdeckung {Uy,...,U,}. Zui € {1,...,n} gibt es ein M; € M
mit f(U; N D) C M;. Es gilt f(D) C Ui, M;, also ist {Mi,...,M,} eine
endliche Uberdeckung von f(D). Aus Satz 1.9 folgt die Kompaktheit von
f(D). ]

3.2 Satz. Jede auf einer (nichtleeren) kompakten Menge stetige reelle Funk-
tion nimmt dort ein Maximum (und analog ein Minimum) an.

Genauer: Ist D C R kompakt und f : D — R stetig, so existieren a,b € D
mit f(a) < f(x) < f(b) fur alle x € D. Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz
3.1 und Satz 1.7, angewandt auf f(D).

Nun betrachten wir stetige Funktionen, die auf Intervallen definiert sind.
Der folgende Satz enthélt eine der wichtigsten Eigenschaften stetiger Funk-
tionen.

3.3 Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert
ein xg € (a,b) mit f(xzg) = 0.

Beweis. Wir definieren rekursiv eine Intervallschachtelung (J,)nen, Jn =
[@n, bp], mit f(a,) < O0und f(b,) > 0: Setze Jy := [a, b]. Ist J,, schon definiert,
so setze

T [an, 2 (an + b)), falls f(3(an +bn)) > 0,
T B an +ba),ba],  falls f(S(an +by)) < 0.
Die Folge (J,)nen hat die angegebenen Eigenschaften. Nach dem Intervall-

schachtelungsprinzip existiert ein xg € (), ¢y Jn. Offenbar gilt lim, ;o a, =
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xo = lim,, o, by, Aus der Stetigkeit von f und Satz 2.7 folgt wegen f(a,) <0
und f(b,) > 0

also f(zo) = 0. ]
Bemerkung. Das Beweisverfahren ist konstruktiv, d.h. es kann zur néah-
erungsweisen Berechnung einer Nullstelle verwendet werden.

3.4 Satz (Zwischenwertsatz). Fine auf einem Intervall definierte stetige re-

elle Funktion nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei D ein Intervall, f : D — R stetig. Seien u,v zwei Werte von f,
0.B.d.A. u < v. Es gibt also Elemente a,b € D mit f(a) = u, f(b) = v. Sei
nun u < z < v. Im Fall a < b wende man Satz 3.3 an auf die Funktion
g:la,b = R,
x = f(z)—=z

im Fall a > b auf die Funktion

g:la,b] — R,
x = —f(x)+ 2 L]

Anwendungsbeispiel: Jede Polynomfunktion ungeraden Grades hat eine
Nullstelle.

Gleichmiflige Stetigkeit

Werfen wir noch einmal einen Blick auf die Definition der (globalen) Stetig-
keit. Dass f : D — R stetig ist, bedeutet definitionsgemé&f:

VzeD VeeRY 3R WyeD: (lzr—y|l<d=|f(z)— fly)| <e).

Hier ist also zu gegebenem z € D und gegebenem ¢ € R ein § zu finden,
so dass die rechts stehende Aussage gilt. Im allgemeinen wird (bei festem &)
dieses 0 von dem vorgegebenem x abhéingen. Beispiel:

f:(0,1] = R

1
X *-)E
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Je niher x bei 0 liegt, umso kleiner muf (bei festem ¢) das ¢ gewiihlt wer-
den; es gibt kein § € RT, mit dem man fiir alle x € D auskommt. Manche
Konstruktionen und Beweise der Analysis sind aber nur moglich, wenn sich
ein solches § einheitlich fiir den ganzen Definitionsbereich wéahlen 148t. Funk-
tionen, fiir die dies der Fall ist, heiflen gleichméfig stetig.

Definition. Die Funktion f : D — R heifit gleichmdfSig stetig, wenn zu
jedem € € RT ein § € RT existiert mit

[f(z) = fly)l <e

fiir alle z,y € D mit |z — y| < §. Kurz: f ist gleichmiiBig stetig <

VeeRY IRt Voee D VyeD: (lv—yl<d=|f(z)— fly)| <e.

Wie das obige Beispiel zeigt, ist nicht jede stetige Funktion gleichméBig
stetig. Dass diese Beispielfunktion unbeschrinkt ist, ist nicht der entscheiden-
de Punkt. Zum Beispiel wird eine beschriankte, stetige, aber nicht gleichméfig
stetige Funktion f : (0,1] — R erkldrt durch

nn+ 1z —n fiir x € [nil,%},neNungerade,
flx) =
—nn+1)zr+n+1 fir x € [%—l—l’%]’ n € N gerade.

Wir wollen jetzt zeigen, dass so etwas nicht passieren kann, wenn der Defini-
tionsbereich kompakt ist.

3.5 Satz. Jede stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich ist gleich-
mdafig stetig.

Beweis. Sei D kompakt, f : D — R stetig. Sei ¢ € RT gegeben. Zu jedem
a € D existiert, da f in a stetig ist, ein §(a) € RT mit

|f(z) — f(a)] < % fir allex € D mit |z —a| < d(a).

Das System {U54)(a) | @ € D} ist eine offene Uberdeckung von D, enthilt
also nach Satz 1.8 eine endliche Teiliiberdeckung {Us5(4,)(a:) | i =1,...,n}.
Setze § := min{3d(a1), ..., 36(a,)}. Seien dann z,y € D Punkte mit [z—y| <
d. Bs gibt ein i € {1,...,n} mit = € U, (a:). Wegen |a; — 2| < 50(a;) <
0(a;) ist

|f(ai) = fa)] <

| ™

Wegen |a; —y| < |a; —z| + |z —y| < %5((12-) +0 < d(a;) ist
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fa) = F)l < 5.

Es folgt

[f(@) = fW)l <[f(@) = flai) [+ [fa:) = f(y)] <e.

Das angegebene ¢ leistet also das Gewiinschte. [






5 Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel definieren und untersuchen wir einige spezielle Funktionen,
die in der Analysis und ihren Anwendungen héufig verwendet werden.

5.1 Logarithmus und allgemeine Potenz

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde,
streng monoton wachsend. Thre Umkehrfunktion existiert also, sie ist nach
Satz 1.1 aus Kapitel 2 ebenfalls streng monoton wachsend und nach Satz
2.10 aus Kapitel 4 stetig. In Abschnitt 4.3 wurde gezeigt, dass exp stetig ist.
Aus der Reihendarstellung folgt

e >1+x firxz >0

und daraus, ebenfalls fiir z > 0,

a 1 1
e =—<
et T 1+4x

)

also gilt lim, oo € = 0o und lim,_._ . e* = 0. Aus dem Zwischenwertsatz
3.4 aus Kapitel 4 folgt, dass das Bild der Exponentialfunktion gleich RT ist
(beachte e* > 0 fiir alle ). Wir kénnen daher formulieren:

1.1 Definition. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist auf R
definiert, stetig und streng monoton wachsend; sie heifft (natiirliche) Loga-
rithmusfunktion und wird mit exp~! = In bezeichnet.

1.2 Satz (Funktionalgleichung der In-Funktion). Fiir z,y € RT gilt

Inzy=Inz +Iny.

Beweis. Setze Inxz =: a, Iny =: b. Dann ist 2 = e?, y = €, also nach Satz 3.3

aus Kapitel 3 zy = e®e® = ¢**t? und daher Inzy =a+b=1Inz + Iny. [
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Bemerkung. Fiir z € R folgt
1 1
In—+hzx=In < :E> =lnl=0
x x
(wegen € = 1), also

1
In— =—-Inx.
T

Definition. Fiir a € Rt schreibt man
a® = exp, T := "7 fir x € R.

Die Funktion exp, : R — R* heit Exponentialfunktion oder Potenz zur
Bastis a.

Fiir die allgemeine Potenz a” stellen wir einige Rechenregeln zusammen:

1.3 Satz. Fiir a,b € R und z,y € R gilt

(a) a®a¥ = a®tY,
(b) (a")¥ = a™,
(c) a*b® = (ab)*,
(d) (;)F=a""= .

Beweis. (a) a®a¥ = e*MaeyIne = el@zty)ina — qrty,

(b) Wegen a® = e*™® ist Ina® = 2 1na, also (a®)¥ = e¥M¢" = ev?Ina = g2,
(C) ATt = e* lnaeaclnb _ ew(lna—i—lnb) — % Inab _ (ab)a:

(d) (1) = etng = gmwlna — gow — GT% = L, wobei wir nl = —Ina

und e ¥ = eiy benutzt haben. ]

Bemerkung. Fiir a € R und n € N schreibt man auch

l n
an =: Yya

(n-te Wurzel aus a). Nach Satz 1.3 (b) ist
({’/a)n = (a%)n = a%’n = a.

Die n-te Wurzel ;/ ist also die Umkehrfunktion der n-ten Potenz a — a™.
(Wir haben die n-te Wurzel schon mehrfach benutzt, aber erst jetzt definiert.)

Offenbar ist auch die Exponentialfunktion zur Basis a stetig. Im Falla > 1
ist sie (wegen Ina > 0) streng monoton wachsend, im Fall 0 < a < 1 ist
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sie (wegen Ina < 0) streng monoton fallend. Fiir a # 1 existiert also ihre
Umkehrfunktion; sie heiit Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit
log, bezeichnet. Sie unterscheidet sich nur um einen festen Faktor von der
natiirlichen Logarithmusfunktion: Setzen wir log, x =: y, so ist

r=a¥ =V,

also Inz = ylna und daher

Inx
log, z = —.
Ina

Es geniigt daher, die natiirliche Logarithmusfunktion (also die zur Basis ¢)
zu kennen.

Bemerkung. Die Schreibweisen fiir die Logarithmusfunktionen sind in der
Literatur nicht einheitlich. So wird fiir In gelegentlich auch log geschrieben;
oft ist mit log auch log;, gemeint.

Einige Grenzwerte

Wir wollen einige mit der Exponential- und Logarithmusfunktion gebildete
Grenzwerte bestimmen, die hiufig auftreten.

1.4 Behauptung. Va € RT : lim,, ,, {/a = 1.

Beweis. /a = enlna 5 0 = 1 fiir n & oo wegen der Stetigkeit der e-
Funktion und Satz 2.6 aus Kapitel 4. [

1.5 Behauptung. Vk € N: lim, , ;—Z = 00.

Beweis. Fiir alle x > 0 gilt
0 " pktl
T
— _— > —_—,
¢ 7;) nl = (k+1)!

woraus die Behauptung folgt. ]

1.6 Behauptung. Vk € N: lim, ke = (.

Beweis. zFe™® = (;—:)_1 und Behauptung 1.5. ]

1
z

1.7 Behauptung. Vk € N : lim,\ g 2Fer = ococ.
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Beweis.
k
1 y
lim z¥e? = lim () eV = lim e—k = 00. n
z\,0 y—oo \ Y y—oo Y
1.8 Behauptung. lim, ., Inz =00, lim, ,glnz = —occ.

Beweis. Zu gegebenem c € R setze ¢y := e€. Fiir alle z > ¢y gilt dannInx > c.
Also ist limy_, o, Inx = co. Ferner gilt

1
limlnz = lim In— = — lim Iny = —o0. [
x—0 Y—>00 Yy Y—>00

1.9 Behauptung. Vo € R : limg o2 = 0.

Beweis. Zu gegebenem ¢ € RT existiert wegen Behauptung 1.8 ein § € RT
mit alnz < Ine fiir 0 <z < J. Aus 0 < x < § folgt dann

O<xo¢:ealnz<eln€:6. -

1.10 Behauptung. Vo € RT : lim,_, 1%5 =0.

Beweis. Sei e € Rt gegeben. Wegen Behauptung 1.5 existiert ein ¢y € R mit

1
0<*£<€ fiir y > .
o ey
Wegen Behauptung 1.8 existiert ein ¢ € R mit aelnx > ¢q fiir > ¢. Fiir alle
x > c gilt also
Inz 1alnz
0< —=—7—<c¢. |

T aealnx

1.11 Behauptung. lim, . ¥/n = 1.

Beweis. {/n = ennn 5 0 =1 fiir n — oo wegen Behauptung 1.10. [

5.2 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Um bequem die trigonometrischen Funktionen einfithren und untersuchen
zu konnen, ist es zweckmiflig, die Exponentialfunktion auch fiir komplexe
Argumente zur Verfiigung zu haben. Wir werden daher jetzt die hierzu er-
forderlichen Grundbegriffe und Sétze der Analysis unter Zugrundelegung des
Korpers der komplexen Zahlen entwickeln.
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Ein Anla8 zur Einfithrung der komplexen Zahlen ist zum Beispiel die
Tatsache, dass im Bereich der reellen Zahlen nicht jede ,,quadratische Glei-
chung® l6sbar ist. So gibt es etwa keine reelle Zahl x mit 22 = —1 (denn es ist
—1 < 0, und nach Behauptung 2.9 aus Kapitel 1 gilt 2% > 0 fiir alle x € R).
Man erweitert daher den Bereich der reellen Zahlen in geeigneter Weise, was
man formal folgendermafien tun kann.

C sei die Menge R x R der geordneten Paare reeller Zahlen. Addition und
Multiplikation der Elemente von C werden erklart durch

(a,b) + (¢,d) :=(a+¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)
fir (a,b), (¢c,d) € C. Das Tripel (C,+, ) erfiillt die in Abschnitt 1.1 zusam-
mengestellten Korperaxiome, wie man durch elementare Rechnungen leicht

nachweist. Man bezeichnet (C, +, -) oder kurz C als den Kdrper der komplexen
Zahlen und die Elemente als komplexe Zahlen.

Wegen
(a,0) + (c,0) = (a +¢,0)
((l, 0) : (C, 0) = (CLC, 0)

kann man die Teilmenge {(a,0) | ¢ € R} mit den darauf eingeschriinkten
Verkniipfungen identifizieren mit dem Korper der reellen Zahlen. Statt (a,0)
schreibt man daher a. Ferner setzt man zur Abkiirzung

(0,1) =:4
und nennt diese komplexe Zahl die imagindre Einheit. Dann ist 12 = —1.

Mit diesen Vereinbarungen ist jetzt fiir (a,b) € C
(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

Jede komplexe Zahl z € C kann also in der Form z = a+4b mit a,b € R darge-
stellt werden, und zwar eindeutig, denn aus a+ib = a’+b' mit a,b,a’, b’ € R,
also (a,b) = (a’, V'), folgt @ = o’ und b = ¥’ nach der Gleichheitsdefinition fiir
geordnete Paare.

Definition. Sei z € C, z = a + ib mit a,b € R. Dann heifit
Re(z) :==a der Realteil und

Im(z) :=b der Imagindrteil

von z. Die komplexe Zahl

Z:=a—1b

heiit die zu z konjugiert-komplexe Zahl.
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2.1 Behauptung. Fir z, 21,20 € C gilt

(a) Re(z) = L(+3), Tm(2) = & (s — %),
(b) z==z

(C) 21+ 20 =21+ 22

(d) Z1iz2 = Z1Z2

Beweis. trivial (nachrechnen) ]

Nachdem wir den Korper der reellen Zahlen ausgedehnt haben zum
Korper der komplexen Zahlen, stellt sich die Frage, ob auch die Beziehung
< von den reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen fortgesetzt werden kann.
Dabei wiirde man natiirlich fordern, dass die Anordnungsaxiome aus Ab-
schnitt 1.2, die die Vertréglichkeit dieser Kleinerbeziehung mit den Koérper-
verkniipfungen regeln, erfiillt sind. Dies ist aber nicht moglich, da in einem
angeordneten Korper nach Behauptung 2.9 aus Kapitel 1 fiir jedes Korper-
element @ die Beziehung a? > 0 gilt, wihrend doch 2 = —1 < 0 ist.

FEine eingehendere Durchsicht der Konvergenzbetrachtungen in den vor-
hergehenden Abschnitten zeigt nun aber, dass dabei gar nicht so sehr von der
Grolerbeziehung Gebrauch gemacht wurde, sondern vorwiegend von den dar-
aus abgeleiteten Eigenschaften des Absolutbetrages. Ein Absolutbetrag mit
dhnlichen Eigenschaften 148t sich nun auch fiir komplexe Zahlen erkliren,
und dies hat zur Folge, dass man auch im Bereich der komplexen Zahlen eine
weitgehend analoge Konvergenztheorie aufbauen kann.

Definition. Fiir z = a + b (a,b € R) heifit

|2| :=V2zZ = Va? + b2

der Betrag von z.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist also eine nichtnegative reelle Zahl.
Fir z € R stimmt diese Definition mit der friither fiir den Absolutbetrag
gegebenen iiberein. Fiir z € C ist |Z| = |z|, ferner |Re(z)| < |z|, |Im(2)| < |z|.

2.2 Satz. Fir z,z1,29 € C gilt
(a) |2 20; |2] =0 2=0,

(b) |2122] = |21][22],
(c) |21 + 22| < |z1] + |22] (Dreiecksungleichung)

Beweis. (a) ist trivial.
(b) |2122|2 = (2’12’2)(2’122) = 21222122 = (2121)(2222) = |Zl|2|22‘2.
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(¢) Unter Verwendung von
Re(2172) < [21%2] = [21][Z2] = |21]] 22
folgt

|Z1 + Z2|2 = (2’1 + 22)(51 —|—§2) = 2121 + 2122 + 2221 + 22Z92
= ‘Zl|2 + 2Re(21§2) + |22|2
<z + 2z |z2] + |22 = (J21] + [22])%. m

Wir sind nun in der Lage, die Konvergenzbetrachtungen der vorhergehen-
den Paragraphen weitgehend vom Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Alle
Behauptungen und Beweise, die nicht von der Anordnung der reellen Zah-
len, sondern (auBer von den Kérperaxiomen) nur vom Absolutbetrag und
seinen Eigenschaften Gebrauch machten, bleiben ohne Anderungen giiltig.
Die Resultate, deren Beweise sich wortlich iibertragen lassen, werden wir nur
auflisten, ohne die Begriindungen zu wiederholen.

Definition. Sei (2, )nen eine Folge in C und z € C. Die Folge (z,,) heiit kon-
vergent gegen z, und z heifit Grenzwert dieser Folge, geschrieben lim,, ;o 2,, =
z, wenn gilt

Ve e Rt Ing e N VneN:(n>ng= |z, — 2| <e).

Die Sétze 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes), 1.2 (Beschranktheit kon-
vergenter Folgen; (2, )nen heifit beschrinkt, wenn ¢ € R existiert mit |z,| <c
Vn € N), 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) und ihre Beweise aus Kapitel 3
lassen sich wortlich ibertragen.

Andere Aussagen von frither lassen sich nicht verallgemeinern, weil sie
in C sinnlos sind. Zum Beispiel kann man nicht von einer monotonen Folge
komplexer Zahlen sprechen.

Der folgende Satz gestattet es, Konvergenz im Komplexen zuriickzufiihren
auf Konvergenz im Reellen:

2.3 Satz. Fir jede Folge (zp)nen in C gilt:
(zn)nen konvergent < (Re(zn))nen und (Im(z,))nen konvergent.
Ist (zn)nen konvergent, so gilt

lim z, = lim Re(z,)+¢ lim Im(z,).



82 5 Spezielle Funktionen
Beweis. Unter Verwendung der Abschitzungen

lal, [b] < |a+ib| < |a| +[b|
ergibt sich dies folgendermafen. Setze z, = a,, + ib,, 2z = a + ib.
»=: Sei limy, yo0 2, = 2. Sei € € RT. Es gibt ein ng € N mit |z, — 2| < ¢ fiir
n > ng. Fiir n > ng gilt also |a, —a| < |z, —z| < e. Somit gilt lim,,_,~ a, = a.
Analog folgt lim, oo b, = b
»<“: Gelte lima,, = a und limb, = b. Sei ¢ € R*. Es gibt ein n; € N mit
lan, —a| < § fiir n > ny und ein ny € N mit b, — b] < 5 fiir n > ny. Fiir
n > ng = max{ni, na} gilt also |z, —z| < |a, —al+|b, —b| < € mit z = a+ib.
Daraus folgt die Behauptung. ]
Definition. (z,)nen heifit Cauchy-Folge

Ve e RT Ing €N Vm,n > ng: |zm — 2| < €.

2.4 Satz. Die Folge (zp)nen in C ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn
(Re(2zn))nen und (Im(zy,))nen Cauchy-Folgen sind.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.3. [

Aus den beiden vorhergehenden Sdtzen und dem Cauchy-Kriterium 1.8
aus Kapitel 3 im Reellen folgt jetzt sofort:

2.5 Satz. Fine Folge in C ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-
Folge ust.

Reihen komplexer Zahlen und ihre Konvergenz werden genau wie im Reel-
len erklirt. So bezeichnet Zzil zy, sowohl die Folge (s, )nen der Partialsum-
men s, = ZZ:1 2k als auch, wenn die Reihe konvergiert, ihren Grenzwert,
und >"77 2z = 2z bedeutet lim, o0 Y p_q 2k = 2.

Definition. Die Reihe >, 2zx heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
o0
D Lzl
k=1

konvergiert.

Die folgenden Sétze iiber Konvergenz und ihre Beweise aus Kapitel 3
lassen sich nun wortlich iibertragen.
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Satz 2.3 Konvergenzkriterium von Cauchy fiir Reihen
Satz 2.6 Absolute Konvergenz = Konvergenz
Satz 2.7 Umordnungssatz
Satz 2.8 Majorantenkriterium
Satz 2.9 Quotientenkriterium
Satz 2.10 Wurzelkriterium
Satz 2.11 Cauchy-Produkt

Nun kénnen wir durch wortliche Ubertragung der Beweise die Betrach-
tungen aus Abschnitt 3.3 iiber die Exponentialreihe ins Komplexe ausdehnen.

2.6 Satz. Fir jedes z € C ist die Reihe

oo n

>

n=0

absolut konvergent.
Beweis wie fiir Satz 3.1 aus Kapitel 3.

Definition. exp(z) :=e* := > 7 Z fiir z € C.

n=0 n!

2.7 Satz. Fiir alle z,w € C gilt e*T% = e*e®.
Beweis wie fiir Satz 3.3 aus Kapitel 3.

Folgerung. e* # 0 fiir alle z € C, denn e*e % = 1.
2.8 Behauptung. ¢ = e* fiir z € C.

Beweis. Mit s,(z) := > p_, Zk—f gilt nach Behauptung 2.1

n _g n

z P
sn(Z) = Z T Z o sn(2),
k=0 k=0

also wegen Satz 2.3

e? = limRe

(sn(2)) + ¢lim Im(s,(2))
= lim Re( Sn(

z))

=lim(s,(2)) = lim s, (Z) = €*. ]

$n(2)) — 4 lim Im(
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Folgerung. Ist z € C rein imaginiir, d.h. z = ix mit © € R, so ist |e¢*| = 1.

Denn fiir z € R gilt [e™®]? = el = i@ = i@ = 0 =1,

5.3 Die trigonometrischen Funktionen

Das Ziel unseres Ausfluges ins Komplexe war es, jetzt in bequemer Weise die
Funktionen Sinus und Cosinus einfithren zu kénnen.

Definition. Fir x € R setzt man

cosz := Re(e™), sinz = Im(e™).

Es gilt also
e = cosx + isinz,
1 . _
cosx = 5(6” +e "),

si — (plm _ —ix .
inx 21,(6 e ")

Daraus folgt sofort fiir z € R

cos(—x) = cosz,
sin(—z) = —sinx,
2 im|2 = 1.

sin?z 4 cos?z = |e

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben sich die Addi-
tionstheoreme der ,trigonometrischen Funktionen® sin und cos:

3.1 Satz (Additionstheoreme). Fir z,y € R gilt

cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny,

sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny.

Beweis. Es ist

cos(x +y)+isin(z+y)=e =e'e
=(cosz + isinz)(cosy + isiny)

=(cosz cosy — sinzsiny) + i(sinx cosy + cos zsiny).

Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Behauptung. [
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3.2 Satz. Firxz e R gilt

o0 2k 2 4
SN
cosx—Z( 1) (2k)!_1 2!—i—4!...7
k=0
oo 2k+1 3 5
iz =S (—1)k_" =T 4T
smx—Z( 1) (2k+1)!—x 3!—1-5!....
k=0

Beide Reihen sind absolut konvergent.

Beweis. Die absolute Konvergenz folgt nach dem Majorantenkriterium aus
der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe. Es ist

) Akt ke
cosz +isinz = e" = E
n!
n=0
2 3 4 5 6 7

(4 22zt b R R
= *g‘i’ﬁ*a#‘ +1 F*§+§*?+ ,
wobei Satz 2.3 benutzt wurde. Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt

die Behauptung. L]
3.3 Satz. Fiir die durch

n 2k

x
cosx = Z(—l)ki(%)' + Rani2(x),
k=0 ’
. n 2k
smzx = kz:(*l)km + Roni3()
=0

definierten Restglieder gilt die Abschdtzung

m
B < 2 i ol <t 1.
m!
Beweis.
|| 2n+2 72 rt
R n — 1_ T e e e
|Ronq2()| (2n + 2)! (2n+3)(2n + 4) * (2n+3)---(2n+6)
B |20+
_m|l—a1+a2_-u|
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22k
ap - — .
2n+3)---(2n+2k+2)
Wegen
22
ar = aj—
PO on 2k + 1) (20 + 2k + 2)
gilt fiir || < 2n + 3 die Ungleichungskette 1 > a3 > a2 > ..., also 0 <
1—a1+as —asz+--- <1. Analog schliefit man fiir Ro,13(x). n

Als Folgerung notieren wir:
3.4 Behauptung.

. sinx
lim =1.
z—0 X

3
Beweis. Nach Satz 3.3 ist |sinz —z| < % fiir || < 4, woraus nach Division
durch = die Behauptung folgt. ]

3.5 Satz. cos und sin sind stetig.
Beweis. Satz 3.2 aus Kapitel 3 gilt mit demselben Beweis auch fiir z € C.

Fiir z,w € C ist also |e* — €| < 2]e"||z — w]| fir |z] < 1. Fiir x,a € R mit
|z — a] <1 folgt also

|cosa — cosal = |Re(e™ — ') < '™ — €| < 2|z — al,
woraus die Stetigkeit von cos folgt. Analog fiir sin. [
Die Zahl =

Die Zahl 7, klassisch definiert als das Verhéltnis des Kreisumfangs zum Kreis-
durchmesser, werden wir hier auf ganz andere Weise einfithren. Erst wesent-
lich spéter ergibt sich der Zusammenhang mit dem Kreisumfang. Die nach-
folgenden Behauptungen dienen zur Vorbereitung.

3.6 Behauptung. sin z > 0 fiir x € (0, 2).

Beweis. Nach Satz 3.3 ist

sinz = z (1 + RB(x))

x
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mit

2
< \% fiir |z| < 4.

Fir z € (0, 2] gilt also ’RST(”“)

< % und daher

R 1
sinac:x<1+?’(ac)>>m-3>0. [ ]

T el

3.7 Behauptung. In [0,2] ist cos streng monoton fallend.

Beweis. Mit 1% =: u, 2% =: v folgt aus Satz 3.1

cosz = cos(u + v) = cosucosv — sinusin v

cosy = cos(u — v) = cosucosv + sinusin v,

also
—cosx + cosy = 2sinx+ysinxgy.
Fiir 0 <y < x < 2 ist nach Behauptung 3.6 die rechte Seite positiv. ]
3.8 Behauptung. cos2 < 0.
Beweis. Nach Satz 3.3 ist
z? . z|* .
cosz =1-— 5 + Ry(x) mit |Ry(x)| < i fiir || <5,
also insbesondere
Do 1—24 Ry(2) mit |[Ra(2)] < 20 = 2

cos2 = 4 mit 1[4 STy

woraus die Behauptung folgt. ]

Uber die Funktion f := cos|[0,2] wissen wir nun: f ist stetig, f(0) = 1,
f(2) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz 3.4 aus Kapitel 4 existiert ein zp €
(0,2) mit f(zo) = 0. Wegen 3.7 gibt es nur ein solches . Wir kénnen also
definieren:

Definition. Die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion cos im Intervall
(0,2) wird mit § bezeichnet.
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Néherungsweise Berechnung ergibt
7 =3,141592653 + 10~ °.

Aus cos § = 0 ergeben sich einige spezielle Werte fiir die Funktionen sin, cos,
exp: Es ist

sin? L =1 —cos? = =1
2 2

)

wegen Behauptung 3.6 also

T
sin — =1,
2
folglich
ez =1,
Daraus folgt e™ = —1, 2™ =1, e3™ = —j und hieraus

z ||0|m/2| 7 [37/2|2n]
sinz|{0f 1 |0] —-11]0
cosz|ll 0 |—-1| O |1

Zusammen mit den Additionstheoremen 3.1 liefert das:

3.9 Satz. Fiir alle x € R gilt

cos(z + 27) = cosx sin(z + 27) = sinx
cos(x 4+ m) = —cosx sin(x + ) = —sinz
T ) . ™
cos <x+§> = —sinzr sin <x+§) = CoS <.

Insbesondere ist
(o) -ime. n(5-s)-
cos (5 — ) =sinz, sin (5 — 2 ) = cosz.

3.10 Satz.

{z €eR|sinz =0} ={kr | k € Z},

1

{x€R|cosac:O}:{(k+2)7r|k€Z}.
Beweis. sinkm = 0 fiir k € Z ist klar. Sei jetzt x € R eine Zahl mit sinz = 0.
Wir kénnen x = k7 + z1 mit k € Z und x; € [0, 7) schreiben. Dann ist

sinx; = sin(z — k7) = sinx cos km — cosx sin km = 0.
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Nun gilt nach Behauptung 3.6: sinz; > 0 fiir 2; € (0, §).

Fiir 2y € [§, ) ist sinay = cos(§ —x1) = cos(z1 —§) > 0 wegen 1 — 5 €
[0, 5) und der Definition von 7/2. Also muf #; = 0 sein, d.h. z = k.

Wegen cos x = sin(z + ) folgt die zweite Gleichheit aus der ersten. [

Nachdem wir jetzt die Nullstellen von sin und cos kennen, kénnen wir
definieren:

Definition.
i 1
Tangens : tanz = S ” fﬁrxeR\{<k+)W|k€Z}
cos T 2
Cotangens : cotz 1= o fir z e R\ {kn | k € Z}.
sinz

Weitere wichtige spezielle Funktionen ergeben sich als Umkehrfunktionen
der bisher eingefithrten Funktionen. Da die trigonometrischen Funktionen
aber nicht injektiv sind, existieren Umkehrfunktionen nur fiir geeignete Ein-
schrankungen.

3.11 Satz. (a) Die Einschrinkung cos|j ) ist streng monoton fallend und
eine bijektive Abbildung auf [—1,1]. Die Umkehrfunktion wird mit

arccos : [-1,1] = R (Arcus Cosinus)
bezeichnet.
(b) sin|[_=x = ist streng monoton wachsend und bijektiv auf [—1,1]. Die Um-
kehrfunktion wird mit
arcsin: [—1,1] = R (Arcus Sinus)

bezeichnet.

(¢) tan|(_z =) ist streng monoton wachsend und bijektiv auf R. Die Umkehr-

funktion wird mit
arctan : R - R (Arcus Tangens)

bezeichnet.

(d) cot|,x) ist streng monoton fallend und bijektiv auf R. Die Umkehrfunk-
tion wird mit

arccot : R - R (Arcus Cotangens)

bezeichnet.
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Wir verzichten auf die Beweise, da sie mit Hilfe der bisher bekannten
Ergebnisse sehr leicht zu erbringen sind.

Als Anwendung leiten wir eine besondere Darstellung der komplexen Zah-
len her:

3.12 Satz. Jede komplexe Zahl z € C ist darstellbar in der Form
2 = re'¥

mit r = |z| und einer reellen Zahl ¢ € [0,27) (genannt das Argument von z).
Fiir z # 0 ist ¢ eindeutig bestimmit.

Beweis. Fiir z = 0 ist z = 0 - ¢%° mit beliebigem ¢. Sei z # 0, r := |z| und
2 =z +iy mit 2,y € R. Wegen |2| = 1ist 2% +y* = 1, also z € [-1,1].
Daher ist « := arccosz definiert. Wegen cosa =  ist sin?a = 1 — cos®? a =
1 — 22 =42, also sina = +y. Setze

) a falls sina =y,
L 2r — a, falls sina = —y und «a # 0.

Dann gilt sin ¢ = y und cos ¢ = cosa = z, also

ewzcosgo—i—isingo:m—i—iyzﬂ
z

Aus €% = e folgt e!(¥=%) = 1, also cos(¢ — ) = 1 und sin(p — 1) = 0. Ist
0.B.d.A. ¢ > 1, so folgt aus Satz 3.10 ¢ — ¢ = 0 oder m, wegen cosm = —1
also p — 9 =0. [
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6.1 Die Ableitung

Ein niitzliches allgemeines Prinzip bei der Untersuchung komplizierter Funk-
tionen besteht darin, diese durch einfache, besser bekannte Funktionen zu
approximieren (d.h. anzunihern). Der Begriff der Approximation kann auf
verschiedene Weisen verstanden werden. Im folgenden interessieren wir uns
fiir Approximation durch affine Funktionen in der Nihe eines festen Punktes.
Dieses Verfahren ist heutzutage schon aus dem téglichen Leben geldufig, zum
Beispiel wenn man von ,,Geschwindigkeit* spricht. Bei einer gleichférmigen
Bewegung, das heifit einer solchen, bei der der zuriickgelegte Weg propor-
tional zur Zeit ist, versteht man unter der Geschwindigkeit das Verh&ltnis
von Weg zu Zeit. Bei einer nicht gleichférmigen Bewegung kann man nur
von einer momentanen Geschwindigkeit reden, und man versteht hierunter
die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung, die der betrachteten im
gegebenen Zeitpunkt besonders nahe kommt. dass es eine solche gibt, lauft
mathematisch auf die Forderung der Differenzierbarkeit hinaus. Eine Funkti-
on soll im Punkt z differenzierbar heiflen, wenn sie in « von erster Ordnung
durch eine affine Funktion approximiert werden kann, d.h. genauer:

Definition. Die Funktion f : D — R heilit differenzierbar in x € D, wenn
x Haufungspunkt von D ist und es eine Zahl ¢ € R gibt mit

po f@ ) = f@)—ch
h—0 h

0. (1.1)

Gibt es eine solche Zahl ¢, so ist sie eindeutig bestimmt; sie wird mit f’(z)
bezeichnet und heifit Ableitung von f an der Stelle z.

Die Gleichung (1.1) ist dquivalent mit
fle+h) - f(z)

lim —————~ =¢.
hs h ¢
Damit ist auch die Eindeutigkeit von ¢ klar. Die Ableitung von f an der Stelle

x ist also definiert durch
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h) — _
o) — i LEED 1) )~ S )
h—0 y— y—x

falls dieser Grenzwert existiert.

Bemerkung. Der letzte Limes ergibt die bekannte geometrische Interpreta-
tion der Ableitung als , Steigung® der , Tangente“ an den Graphen (,,Limes“
von Sekanten) von f.

Bezeichnungen. Ublich (aber anfechtbar) ist auch die Schreibweise

d
=2

Besser wiare dann schon die Schreibweise

fw =LY

y=x

1.2 Satz. Ist f : D — R in z differenzierbar, so ist f in x stetig.

Beweis. Aus

. f(y)—f(:p)i "y
Ty W

und lim, . (y — z) = 0 folgt limy_,,[f(y) — f(z)] = f'(x) - 0. Also ist
limy_,» f(y) = f(z). Nach Satz 2.6 aus Kapitel 4 ist f stetig in 2. n

Bemerkung. Es gibt stetige Funktionen f : R — R, die in keinem Punkt
differenzierbar sind.

Definition. f: D — R heiflt differenzierbar, wenn f in jedem z € D diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall heifit die Funktion f': D — R, x — f/(z), die
Ableitung von f.

Beispiele. (1) Seic€ R und f: R — R: z +— ¢. Wegen
flx+h) - f(z)

h
ist f differenzierbar und f’(x) = 0 fiir alle x € R.

=0

(2) Seice Rund f:R— R: 2z — cx. Wegen
[@+h) —f@) _
h
ist f differenzierbar und f’(x) = ¢ fiir alle x € R.
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6.1 Die Ableitung

exp. Es ist

Nach Satz 3.2 aus Kapitel 3 ist

h |h|? .. 3
le" —1—h[=[Ra(h)| < 27 fiir [h| < >
also
eh—1
li =1
0 h
und folglich
exp’(z) = exp(x) fiir alle z € R.

93

Die Exponentialfunktion reproduziert sich also bei Differentiation. Dies
ist eine Erkldrung (von mehreren) fiir ihr héufiges Auftreten in Anwen-

dungen.

cos. Im Beweis von Behauptung 3.7 aus Kapitel 5 wurde berechnet

+y . r—y
sin s
2

.
cosy — cosx = 2sin

also ist

h

h B h

.’E+§

; R\ .
cos(z + h) — cosx  —2Sin (m + 7) g ‘i < h) sm%

Nun ist limy, ¢ sin(z + %) = sinz wegen der Stetigkeit von sin und

sin h
lim =1 nach Beh. 3.4 aus Kapitel 5,
h—0 N
2
also
cos(x + h) — cosx :
lim = —sinz.
h—0 h
Somit gilt cos’ z = —sinz fiir x € R.

sin. Analog wie in (4) findet man sin’ z = cos .
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(6) Die Funktion f : R — R, z + |z| ist in 0 nicht differenzierbar, denn es
ist
o 1RO o b= o)
hN\0 h h/o h

Hier existieren aber einseitige Ableitungen; sie sind naheliegenderweise
wie folgt definiert.

Definition. Die Funktion f : D — R heifit in x von rechts differenzierbar,
wenn

existiert, und in = von links differenzierbar, wenn

o S+ )~ f(@)

fi@) = Jim T

existiert.

Die Berechnung der Ableitung von komplizierteren, ,, zusammengesetzten*
Funktionen wird erméglicht durch einige allgemeine Sétze, die sich auf die
Differentiation von Summen, Produkten, Quotienten, Umkehrfunktionen und
Kompositionen differenzierbarer Funktionen beziehen.

1.3 Satz. Die Funktionen f,g: D — R seien differenzierbar in einem Punkt
x € D. Dann sind die Funktionen f + g, fg, A\f (A € R) in z differenzierbar,
und es gilt

(f+9)(x) = f'(x) +4'(2),
(f9) (x) = f'(x)g(x) + f(z)g'(2) (Produktregel),
(Af) () = Mf' ().

Ist g(x) # 0, so ist die Funktion § differenzierbar in x, und es gilt

<f>’ (z) = f'(@)g(z) - fz)g'(z)

g g(x)?

(Quotientenregel).

Beweis. Die Behauptung fiir f 4 g folgt unmittelbar aus den Definitionen.
Es ist

(f9)(+h) = (fg)(x) _ flz+h)g(z+h) = fz)g(z)

h h
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Daraus und aus der Stetigkeit von f folgt
(f9)'(z) = f(x)g(z) + f(x)g (x).
Als Spezialfall ergibt sich (A\f)'(z) = Af'(x).

Sei g(x) # 0. Dann ist g(y) # 0 fiir alle y aus einer Umgebung von z. Es
ist

(é)<x+h>—(5)<x>_1( B
h h\glz+h) g
1 gt -
g(z + h)g(x) h ’

woraus

folgt. Sodann ergibt sich

(Y w=(r Y w=rwlw (- 42)

Beispiele. (1) Sei f(z) =z" fir z € R (n e N).

n—1

Behauptung. f/'(z) = nz

Beweis. durch Induktion. Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig. Sei sie
bewiesen fiir n. Sei f(z) = 2"*1, also f(z) = 2" - z und daher

fl@)=nz"t 242" 1= (n+1)z" "

(2) Sei f(x) = ™™ fir z € R, (n € N). Nach der Quotientenregel und
Beispiel (1) folgt

_ n—1
f(z) = &2)2 = —na "L

(3) Aus tanz = SBZ folgt

COosS T

, sin’ z cosz — sinz cos’ x
tan'(z) =

cos? x
2 . 2
cos“ T + sin“ 1

cos? x cos?2zx’
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Der folgende Satz zeigt, wie man Umkehrfunktionen differenzierbarer
Funktionen differenziert.

1.4 Satz. Sei f : D — R injektiv, in a € D differenzierbar, und f'(a) # 0.
Ist die Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D von fin b= f(a) stetig, so ist ¢ in b
differenzierbar, und es gilt

Beweis. Setze

(L&) =f(a) fir z € D \ {a},
g(x) {f’(a fiir x = a.

Dann ist g an der Stelle a stetig, also ist nach Satz 2.8 aus Kapitel 4 und
Voraussetzung die Funktion g o ¢ an der Stelle b stetig. Somit gilt

lim (g o )(y) = (g0 ¢)(b) = g(p(b)) = g(a) = f'(a) #0

y—b

und daher
1 1

lim =

v=b (gop)(y)  f'(a)

Fir y € f(D) mit y # b ist p(y) # a, also

1 1 _p(y) — o(b)
(gop)y)  flely) = fa) y—b
oly) —a
woraus die Behauptung folgt. [

Beispiele. In den folgenden Beispielen sind Differenzierbarkeit der Funktion
f und Stetigkeit der Umkehrfunktion ¢ jeweils bereits bekannt. Wir benutzen
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(2) arccos ist die Umkehrfunktion von cos |[0, 7]. Fiir y € (0, 7) gilt cos’y =
—siny # 0, also fiir z € (—1,1)
1 —1

arccos’ x = = :
cos’(arccosx)  sin(arccosx)

Setzen wir arccosz = y, so ist cosy = x, also sin’y = 1 — cos’y =
1 — 22, folglich siny = /1 — 22 (—v/1 — 22 kommt nicht in Frage wegen
siny > 0). Es folgt

-1
arccos’ £ = —— fir —1l<z<1.
1— 22
(3) Analog findet man
. 1 .
arcsin' rt = —— fir —1<x<l1.

V1—22

(4) arctan ist die Umkehrfunktion von tan|(—7%,%). Fir y € (=5, %) ist
tan'y = —— # 0, also fiir z € R

cos? y

arctan’ x = cos?(arctan ).

siny

Mit y := arctanw ist © = tany = Z:%. Daraus folgt cos?y =1 — cos?y,

was man auch als cos?y = 1 Jrlwz schreiben kann. Somit haben wir
, 1
arctan’ x = —
1+

1.5 Satz (Kettenregel). Sei f : D — D differenzierbar in a € D und sei
g : D — R differenzierbar in f(a). Dann ist go f differenzierbar in a, und es
gilt

(gof)(a) =g'(f(a))f (a).

Beweis. Setze

9(y) — 9(f(a)) S .
hy)={ y—fla) fir y € D\ {f(a)},

9'(f(a)) fiir y = f(a).

Dann ist h an der Stelle f(a) stetig, also ist die Funktion h o f an der Stelle
a stetig. Fir z € D\ {a} gilt
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(9o f)(x) = (go f)la)

_ [ H N ) 2 S s f(@) £ £(a)
0, falls f(z) = f(a)
= n(f(an IO
Aus lim, 0 A((2)) = h(F(a)) = ¢'(/(a)) und
tig KT = 0
folgt also die Behauptung. .

Beispiele. (1) Sei a € R, f(z) = 2 fiir > 0. Es ist f(z) = e®™* =
exp(g(x)) mit g(x) = alnzx. Es folgt

«

f'(@) = expl(g(x))g'(z) = e* " — = a1,

(2) f(#) = Insinz fir 0 < z < 7. Es ist f/(z) = In'(sinz) - sin’z = 71— -
cosx = cotan .

(3) f(z) = cose®). Es ist

fl(x)=— (sin 6($2)) ™) . og.

(4) f(x) == fir > 0. Es ist f(z) = e 2, also

1 1 1
fl(x) = e In@ (_xz Inz+ = x) = x%_Q(l —Inz).

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Bei differenzierbaren Funktionen steht man oft vor dem Problem, von Ei-
genschaften der Ableitung auf Eigenschaften der Funktion selbst schlielen zu
miissen. Zentrales Hilfsmittel hierbei ist der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung mit seinen Folgerungen. Der wesentliche Kern dieses Satzes steckt
bereits in der folgenden Behauptung.
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2.1 Satz (von Rolle). Seia <b, f:[a,b] — R stetig, f|(a,b) differenzierbar
und f(a) = f(b). Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.2 aus Kapitel 4 nimmt f ein Maximum und ein Mini-
mum an. Mindestens eines von beiden, 0.B.d.A. ein Maximum, wird an einer
Stelle ¢ € (a,b) angenommen (wegen f(a) = f(b)). Es ist

fle+h) = (o)

f'(e) = lim - <0
und
f%%ﬁ%f®+2_ﬂd2&
also f(c) = 0. .

2.2 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seia <b, f : [a,b] = R
stetig und f|(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

1010 _
Beweis. Setze

o@) = 1) - =T ) g o
und wende Satz 2.1 an. L]

Bemerkung. Wir kénnen das Ergebnis auch etwas anders schreiben: Ist f
in [z — |h|, « + |h|] differenzierbar, so gilt

flx+h)=f(x)+ f(x+9h)h  mit einem 9 € (0, 1).

Wir kénnen also den ,,Zuwachs® f(x + h) — f(z) nicht nur ndherungsweise
durch f/(z)h, sondern exakt durch f’(x+v9h)h ausdriicken. Allerdings wissen
wir von ¥ nur, dass es in (0, 1) liegt.

Wir kommen zu einigen Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Von Inter-
esse in Anwendungen ist statt der schirferen Aussage des Mittelwertsatzes
oft nur die folgende unmittelbare Konsequenz.

2.3 Folgerung. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar mit
|f(x)| <c fiirze D (ceR fest). Dann gilt

[f(@) = f)l <cle -yl firzyeD. (2.4)
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Bemerkung. Eine Funktion f mit der Eigenschaft (2.4) nennt man auch
“Lipschitz stetig®.

Anwendung mit ¢ = 0 ergibt:

2.5 Satz. Sei D ein Intervall, f : D — R differenzierbar und f'(z) =0 fir
alle x € D. Dann ist f konstant.

Bemerkung. Die Voraussetzung, dass der Definitionsbereich von f ein In-
tervall ist, ist offenbar wesentlich.

Die folgende Beobachtung ist in den Anwendungen wichtig:

Behauptung. Ist f: [0,b] — R eine differenzierbare Funktion mit
f(z) =cf(z) firze€[0,b] und f(0)=a
(a,b,c € R gegeben), so ist

f(z) = ae™ fiir z € [0, b].

Beweis. Setze g(x) := f(x)e™® fiir x € [0,b]. Dann ist
g'(x) = fl(x)e”" — f(x)ee” ™ = (f'(x) — cf(x))e” " =0
fiir alle = € [0, b], also ist g konstant, und zwar gleich g(0) = a. L]

2.6 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f
genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir x € D gilt.

Beweis. ,=“: Sei f monoton wachsend. Dann gilt fiir x € D, h # 0 und
x+heD\{z}:

fla+h) = @)
h p— b

also f/'(z) > 0.
,<=“: Nach Satz 2.2 gilt fir z,y € D mit y > x

fly) = flx) = f(e)y—x) >0

mit einem geeigneten ¢ € (z,y). n

Bemerkung. Aus f/(z) > 0 fiir alle x € D folgt offenbar, dass f streng
monoton wachsend ist (aber nicht umgekehrt).
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Wir beweisen noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, die vor
allem bei der Ermittlung von Grenzwerten gute Dienste leistet:

2.7 Satz (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b, seien
fr9 : [a,b] = R stetig, fl|ap) und glap) differenzierbar. Dann existiert ein
¢ € (a,b) mit

fiir = € [a,b] und wende den Satz von Rolle 2.1 an. L]

Als Anwendung haben wir die folgende, oft niitzliche Regel.

2.8 Satz (Regel von de 'Hospital). Seien f,g : (a,b] — R differenzierbar.
Es gelte

3{1@ f(z) = 31:1@ g9(z) =0,
g(z) #0, ¢(x)#0 firz e (a,b)],
) _
wNa g' ()

Dann ist

@)

m —— = C.
a

9()

TNy

Beweis. Wir setzen noch f(a) = g(a) = 0; dann sind f und g stetige Funk-
tionen auf [a, b]. Sei € € RT. Nach Voraussetzung existiert ein 6 € RT mit

f'(v)
g ()

—cl<e fira<y<a+d.

Sei jetzt a < x < a + §. Nach Satz 2.7 existiert ein y € (a, z) mit

&) _ ')
glz)  g'(y)
Es folgt
f@ |,
'g(w) ‘ J(y) ‘ =c
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Damit ist

limM:c

zNa g(x

gezeigt. [

Bemerkung. Die analoge Aussage fiir lim, », liegt auf der Hand. Aus bei-
den folgt eine entsprechende Aussage iiber lim,_,,. Durch eine naheliegende
Abwandlung des Beweises zeigt man auch eine entsprechende Aussage fiir
lim,_ oo bzw. lim,_,_ .

Niitzlich ist oft auch die folgende Version der Regel von de 'Hospital, bei
der Zahler und Nenner des fraglichen Quotienten nicht gegen 0 konvergieren,
sondern bestimmt divergieren.

2.9 Satz. Seien f,g: (a,b] — R differenzierbar. Es gelte

lim f(z) = oo, lim g(x) = oc.

z\ya
9(x) #0, g'(x) #0 fiir v € (a,],
. fix)
@ ¢
Dann ist
f@) _
o g(x)

Beweis. Sei e € RT. Nach Voraussetzung existiert ein d > a mit

gllg))_c’<5 fir a <y < d. (%)

4
Es gibt ein § € RT mit a + 6 < d, so dass fiir alle x mit a < x < a + J gilt:

07#9(x) #g(d), 0# f(z)# fd),

glx gl €
@ <2, |c|1_M_1 <3

f(z) ()

Fiir alle x mit @ < < a + ¢ gilt dann wegen

flo) (f(r)—f(d) _c> flx)  g(x) —g(d)
g(x) g9(x) — g(d) f(@)=f(d)  g(x)
fx

) g(z)—g(d)
+C(f(:c)f(d) o(2) 1)
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die Abschétzung
P PN )
R0 N o) O] S o
9(@) s —g@ | r@| T @
f(z) x)
5
<2 <$
Nach Satz 2.7 existiert ein y € (z,d) mit
o) =S _ 1)
9(@) —g(d)  g'(y)
Dies und die Abschitzung (x) ergeben also
s | <
() — g(d) 4
Damit ist
'“”_c<g
9(x)
gezeigt, woraus die Behauptung folgt. [
Bemerkung. Analoge Aussagen gelten wieder fiir lim, », etc.
Beispiele. (1) lim,_,q Si‘;z = 1, denn lim,_,gsinz = lim, gz = 0 und
hmw_>0 cosm = 1.

(2) lim, o (ﬁ — %) = 7 Es ist

r—sinz  f(x) . . _

f'(xr)=1-cosz, ¢'(z)=sinz+ rcosz,

lim f'(x) =0, lim ¢'(z) =0,

z—0 z—0
(¢") () =2cosz — wsinz,

(f)(x) = sinz,

i ()(@) _ £@) oy 1)
(@@ T T T e T
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(3) limpno2z®Ine =7 (a>0) Es ist

—z%lnx =

Ty f(z) = oo, ;lgg)g(x) = 00,

T )

lim % =0= limz“Inz =0.
w0 g'(2) 2N0

6.3 Hohere Ableitungen und Taylorformel

Definition. Sei f : D — R eine Funktion, a € D. Falls f in einer Umgebung
von a (geschnitten mit D) differenzierbar und f’ in a differenzierbar ist, heifit
f zweimal differenzierbar in a, und

d f(z)

d$2 ‘x:a

(") (a) = f"(a) =: f?)(a) =:

heifit zweite Ableitung von fin a.

Rekursive Definition: Falls f in einer Umgebung von a (geschnitten mit
D) k-mal differenzierbar und f*) in a differenzierbar ist, heit f (k+ 1)-mal
differenzierbar in a, und

F® (@) = fRHD(q) = %’m:a

heit (k + 1)-te Ableitung von f in a. Setze noch fO = f 1) = ¢/,

f heifit k-mal differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar in a fiir alle
a € D ist.

f heift k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar und f*)
stetig ist.

Beispiele. Die bisher betrachteten speziellen Funktionen, also rationale
Funktionen, exp, In, sin, cos, tan, arcsin etc. und alle Funktionen, die aus
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solchen durch rationale Rechenoperationen und Komposition zusammenge-
setzt sind, fithren bei Differentiation auf Funktionen vom selben Typ; sie sind
daher beliebig oft differenzierbar (im jeweiligen Definitionsbereich).

Wir bringen noch ein weniger triviales Beispiel, das verschiedentlich von
Nutzen ist. Sei f : R — R definiert durch

1
e = fir x > 0,
J(@) = {O fir x <0.
Behauptung. f ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. An jeder Stelle z # 0 ist f beliebig oft differenzierbar (trivial fiir
x < 0, klar nach vorstehender Bemerkung fiir > 0). Fiir z > 0 gilt

FP () = et p;gf) (3.1)

mit einer gewissen Polynomfunktion pg. Dies beweisen wir durch Induktion.
Zunéchst ist
1 Y -1 1
@) = @) = et
Fiir eine Zahl k > 1 sei die Darstellung (3.1) bereits gezeigt. Dann ist

C1 (L pe(@) | ph(@)a® — pr(w)2kat
k+1 _ - k
fE(@) =e I(xg s v

1 pr(x) + p;(:v)xQ — 2kpi(z)x
e 220k 1) ’

woraus die Behauptung folgt.

Nun zeigen wir durch Induktion, dass f in 0 k-mal differenzierbar ist. Fiir
x>0 gilt
— f(0 1
@) =50 _1 s,
x x
fir x N\, 0 nach Behauptung 1.7 aus Kapitel 5, also f/(0) = 0. Da auch
f4(0) = 0 ist, ist f’(0) = 0.

Sei bereits bewiesen, dass f in 0 k-mal differenzierbar ist. Dann existiert
also die k-te Ableitung f*) : R — R. Fiir z > 0 gilt

@) = f00)  pr(e) s

= ez —=0
- 22kl

fir x N\, 0 nach Behauptung 1.7 aus Kapitel 5, also fr(k)/(O) = 0. Da auch
li
*(0) = 0 ist, ist £FB)'(0) = 0. -
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Differenzierbarkeit einer Funktion bedeutet, grob gesagt, dass sich die
Funktion durch eine affine Funktion, also eine Polynomfunktion vom Grad 1,
gut approximieren lif8t. Analog kann man k-malige Differenzierbarkeit so
interpretieren, dass die Funktion durch eine Polynomfunktion vom Grad k
gut approximiert werden kann, und zwar ,von k-ter Ordnung®. Zunéchst
zeigen wir unter einer schirferen Voraussetzung eine genauere Aussage.

3.2 Satz (Taylorscher Satz). Seia < b, n € Ny, f : [a,b] = R n-mal stetig
differenzierbar und f auf (a,b) (n+1)-mal differenzierbar. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

F(0) = f(@) + 707 @) ~ a) + 5 f (@)~ a4+ O (@) b~ )"
1

+mf(n+1)(0)(b _ a)n—&-l.

Beweis. Setze
_ , FO@ L (b—a)t
o) = 10) = F(@) = @)(b—x) = = T =y — 0B

fiir a <z <b. Dann ist g(b) = 0, und « sei so gewihlt, dass auch g(a) = 0 ist.
Dann kann man auf g den Satz von Rolle 2.1 anwenden. Es folgt die Existenz
eines ¢ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0. Nun ist

g'(x) =0 f'(z) = [f"(@)(b—2) - f'(x)] -

(n+1) (4 (n) (4 )
B LT PN (=

Einsetzen von = = ¢ ergibt f(**t1(¢) = a. Setzt man jetzt z = a in der
Definitionsgleichung fiir g, so folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Fiir n = 0 reduziert sich der Taylorsche Satz 3.2 gerade auf
den Mittelwertsatz 2.2.

Analog wie Satz 3.2 kann man den Fall b < a behandeln; aus beiden
Fillen ergibt sich Satz 3.3.

3.3 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R (n+1)-mal differenzierbar, sei
a € D. Dann gilt fiir beliebige x € D

"L ) (g (n+1) (g r—a

(,, Taylorformel“) mit einem (von a und x abhingenden) 9 € (0,1).
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Die Funktion

ek (g
:U»—)kz_of k:!( >(:E—a)k

nennt man auch das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f zur Stelle a.
Ist f(**1 in D beschrinkt, so folgt aus Satz 3.3 unter den dortigen Vor-

aussetzungen insbesondere

=0.

. 1
llm EE—
z—a (x — a)"

n ) (g
) -3 D gy

k!
k=0

Diese Aussage ldfit sich auch schon unter schwécheren Voraussetzungen be-
weisen:

3.4 Satz. Seia € R, n € N. Die Funktion f sei in einer Umgebung von a
(n — 1)-mal differenzierbar und in a n-mal differenzierbar. Dann gilt

lim ——— =0.
T (x —a)”

") (g
1)~ T Dyt

k=0

Beweis. Im Fall n = 1 lautet die Behauptung
f(x) = fla) = f'(a)(x —a)

r—a

lim
Tr—a

dies ist wegen der Differenzierbarkeit von f in a erfiillt.

Sei jetzt m > 2. Es gibt nach Voraussetzung ein § € R, so dass f in
[a —6,a+ 8] (n— 1)-mal differenzierbar ist. Setze

(k) (g
o(w) = 1) - 3 T
k=0

k

z—a)® firzea—0d,a+7].

Sei ¢ € [a — J,a + 0]. Nach dem Taylorschen Satz 3.3 (fiir n — 2 statt n),
angewendet auf die Funktion g, existiert ein (i.a. von z abhingendes) ¢ mit
|c —a| < |z —al, so dass

n=2 (k) (g (n=1)(,
()= 31 L e NG

ist. Nun ist g(a) = ¢’(a) = --- = g2 (a) = 0 und

9" D) = 1D (e) = (@) fO @) e — ),
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also
o) = 7 = ol £ () = £V (a) = f @) (e - )| [ — al !

(e = fV(a)

c—a

1
~ (n—=1)!

|z — a|™.

_ f(”)(a)

Da f(®=1 nach Voraussetzung in a differenzierbar ist, gilt

(n—1) _ f£(n-1)
lim / (=1 (a) —f(”)(a) =0.
c—a c—a
Wegen |¢ — a| < |z — a folgt
i 9@ _
r—a |:1; — a|”
wie behauptet. ]

Taylorreihen

Ist die Funktion f in einer Umgebung von a beliebig oft differenzierbar, so
gilt fiir sie die Taylorformel fiir jede natiirliche Zahl n. Dies legt es nahe,
neben den Taylorpolynomen

"L R (g
kZ;O k'( )(x_a)k

auch die unendliche Reihe

(k) (g
Zf k'( )(:z:fa)k

k=0

zu betrachten.

Definition. Sei D C R ein Intervall und f : D — R beliebig oft differenzier-
bar, sei a € D. Dann heifit die Reihe

< (V) (g
; k'( )(.Z‘fa)k

die Taylorreihe von f an der Stelle x zur Entwicklungsstelle a.
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Bemerkung. Achtung! Die Taylorreihe einer Funktion f an der Stelle z
braucht nicht zu konvergieren, und wenn sie konvergiert, braucht sie nicht
gegen f(x) zu konvergieren. Zum Beispiel sei

1
Man berechnet
k! ™ (0)
(k) M _
fYN(x) = S also o =1

Die Taylorreihe von f zur Entwicklungsstelle a = 0 ist also gegeben durch
S
k=0

Diese Reihe konvergiert, wie wir wissen, fiir || < 1, und zwar gegen f(x).
Aber fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent. — Es gibt sogar beliebig oft diffe-
renzierbare Funktionen, deren Taylorreihe zur Entwicklungsstelle a fiir jedes
x # a divergiert.

Als zweites Beispiel betrachten wir

fla) = {ei fiir x > 0,

0 fir x < 0.

Wie frither gezeigt, ist f beliebig oft differenzierbar und f*)(0) = 0 fiir
alle k£ € Ny. Die Taylorreihe dieser Funktion zur Entwicklungsstelle a = 0
konvergiert also trivialerweise, aber fiir > 0 nicht gegen f(z).

Man muf also in jedem Einzelfall untersuchen, fiir welche x die Taylorreihe
einer gegebenen Funktion f an der Stelle z wirklich gegen f(x) konvergiert.
Definieren wir das (n + 1)-te Restglied R, ;1 durch

" ek (g
1@ =3 T a1 B (o),
k=0 ’

so ist die Konvergenz der Taylorreihe gegen f(z) also gleichbedeutend mit

lim R,4+1(x) =0.

n—oo

Hier ist nun die Taylorformel von Nutzen, die uns eine Darstellung dieses
Restgliedes angibt, ndmlich

Fr 0 (e)

(n+1)! (=)™

Rn+1(33) =
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mit einer Zahl ¢ zwischen a und z. In manchen, aber nicht in allen Fillen
kann man hiermit die gewiinschte Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion und eine beliebige
Entwicklungsstelle a. Das Restglied lautet

_ f(n_H) (cn)

ecn
Bnta(z) = (n+1)!

( - )nH = 7(71—}— 1)!(1‘

_ CL)"+1.

Die Zahl ¢,, hingt zwar von n ab, aber es ist
e» < max{e® e”},

also gilt lim,, o0 Rpt1(2) = 0. Daher ist
T - e’ k a_r—a
e :ZH(x—a) =e%e" Y
k=0

womit sich wieder die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben
hat.

Die genauere Behandlung von Taylorreihen erfolgt erst in Abschnitt 8.2,
da es niitzlich ist, hierzu die Integralrechnung zur Verfiigung zu haben.

Wir beschliefen dieses Kapitel mit zwei Anwendungen von Ableitungen
zweiter und hoherer Ordnung.

Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Die Taylorformel liefert Informationen {iber das Verhalten hinreichend oft
differenzierbarer Funktionen in der Umgebung eines Punktes. Als Anwendung
ergeben sich zum Beispiel Aussagen iiber Extremwerte.

Definition. Die Funktion f : D — R hat im Punkt a € D ein lokales
Mazimum (starkes lokales Mazimum), wenn es eine Umgebung U von a gibt
mit f(a) > f(x) (bzw. f(a) > f(z)) fir alle x € (UN D)\ {a}.

Analog: Minimum, Oberbegriff: Extremum

Der Punkt a € D heifit innerer Punkt von D, wenn D Umgebung von a
ist, also wenn ein £ > 0 existiert mit (a —e,a+¢) C D.

3.5 Satz. Sei f: D — R eine Funktion und a innerer Punkt von D.

(a) Ist f in a differenzierbar und hat f in a ein lokales Extremum, so ist

f'(a) =0
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(b) Sei f n-mal stetig differenzierbar und

flla)=-=f""a)=0, f"(a)#0.

Ist n ungerade, so hat f in a kein lokales Extremum. Sei n gerade. Im Fall
f@(a) >0 hat f in a ein starkes lokales Minimum, im Fall ™ (a) < 0
ein starkes lokales Maximum.

Beweis. Die Behauptung (a) wurde bereits im Beweis von Satz 2.1 gezeigt.

(b) Da a innerer Punkt von D ist, folgt aus der Taylorformel und den
Voraussetzungen

F(e)

n!

f(x) = fla) +

(z —a)"

mit |c —a| < |z — a] fiir alle 2 aus einer Umgebung von a. Da f(™) stetig und
™ (a) # 0 ist, existiert eine Umgebung U von a mit £ (c)f(™ (a) > 0 fiir
alle ¢ € U. Jetzt liest man die Behauptung ab. [

Konvexe Funktionen

Wechselt die erste Ableitung einer Funktion auf einem Intervall nicht das
Vorzeichen, so ist die Funktion dort monoton. Die Bedingung, dass die zweite
Ableitung nicht das Vorzeichen &ndern soll, fithrt auf die wichtige Klasse der
konvexen bzw. konkaven Funktionen.

Definition. Sei D ein Intervall. Die Funktion f : D — R heif}t konvez, wenn
(L= Nz + Aza) < (1= A) f(21) + Af(22)

fiir alle 21,29 € D und alle A € [0, 1] gilt. f heifit konkav, wenn — f konvex
ist.

3.6 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f
konver genau dann, wenn f' monoton wachsend ist.

Beweis. Die Konvexitédtsbedingung ist dquivalent mit: Fiir alle z1,22 € D
mit 1 < zo und alle z € (1, 22) gilt

To — X Tr — I

fz) < fen) +

T2 — X1 T2 — T1

f(zz)- (3-7)

Seien x1, 2o wie oben. Ist f konvex, so folgt aus (3.7) durch Umrechnung
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f(z) = f(x1) < f(z2) — f(21) < f(z2) — f(2)

r — T T2 — T1 To — T

und daraus durch Grenziibergang x \, =1 bzw. z x5 die Ungleichung

fl(@1) < f'(22).

Umgekehrt folgt aus dem Mittelwertsatz 2.2 die Existenz von Zahlen ¢; €
(x1,z) und ¢z € (x, x2) mit

J@) = I@) S = @)

r — I To9 — T

= f'(ca).

Ist nun f/ monoton wachsend, so ist f'(¢1) < f/(e2), woraus die Ungleichung
(3.7) sich durch Umrechnung ergibt. L]

Als Folgerung ergibt sich wegen Satz 2.6:

3.8 Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann
ist f genau dann konvez, wenn f'(x) > 0 ist fiir alle x € D.

Als Anwendung beweisen wir eine niitzliche Ungleichung. Dazu betrachten
wir zunéichst die Funktion f(z) = Inz (z > 0) und berechnen f”(z) = — 25 <
0, also ist In konkav. Fiir beliebige =,y > 0 und p,q € (1,00) mit ]% + 1=

gilt daher !

1 1 1 1
In{-z+-y|>—-Inz+ —1Iny,
p q

p q
folglich
-+ -y > eélnmeélny = z%y%’
p q
also
1 1
zrya <

Dies gilt trivialerweise auch fiir £ = 0 oder y = 0.

Hieraus konnen wir herleiten:

3.9 Satz. Fir p,q € (1,00) mit % +% = 1 und beliebige x1,...,Ty,
Yls-- - Yn € R gilt

n n % n
Z |lziyi| < (Z |$i|p> (Z yi|q>
i=1 i=1 i=1

(Héldersche Ungleichung).

1
q
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Beweis. O.B.d.A. sei die rechte Seite # 0. Setze

woe mlP o wl
1 T n b) 1T n .
Zj:l |2;[P Zj:l 517
Aus der obigen Ungleichung folgt
|zl —arpt <Yy bi
1 1 [ A 9
(O z5P) 7 (32 lyz]9) @ P g

also

Slewl ___Yw $h 11,

(S |z;P)% (Slysl)s ~ P ¢ p q
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7 Integration

Notwendigkeit des Integralbegriffes und Hinweise zu seiner Prézisierung lie-
gen auf der Hand. Betrachten wir etwa den physikalischen Begriff der Ar-
beit, die im einfachsten Fall, ndmlich bei konstanter Kraft, als das Produkt
,Kraft mal Weg* definiert ist. Bei stiickweise konstanter Kraft wird man sie
entsprechend als Summe definieren. Stellen wir die Kraft als Funktion des
Weges graphisch dar, so veranschaulicht sich die Arbeit als der , Flachenin-
halt unter dem Graphen®. Ist nun die Kraft nicht mehr stiickweise konstant,
so wird man intuitiv immer noch den ,Flicheninhalt unter dem Graphen*
als wohldefiniert ansehen und als Maf fiir die entsprechende Arbeit nehmen.
Um aus dieser anschaulichen Vorstellung wirklich eine Definition zu machen,
werden wir versuchen, eine gegebene Funktion durch stiickweise konstante
Funktionen zu approximieren. Fiir jede der approximierenden Funktionen ist
dann die Fliche unter dem Graphen bzw. die Arbeit erklirt, und wir wer-
den hoffen, dass diese Werte einem Grenzwert zustreben. Damit dies wirklich
der Fall ist und der Grenzwert nicht von der Auswahl der approximierenden
Folge abhéingt, miissen wir aber eine besonders gute Art der Approximation
wéhlen. Unser Integral wird daher nur fiir solche Funktionen erklirt sein, die
sich in dieser Weise durch stiickweise konstante Funktionen approximieren
lassen. Das ist aber zunéchst ausreichend.

7.1 Regelfunktionen

Im folgenden liegt stets ein festes kompaktes Intervall [a, b] zugrunde.

B([a, b]) sei die Menge aller beschrénkten Funktionen f : [a,b] — R. Fiir
reelle Funktionen f, g mit demselben Definitionsbereich D erkléirt man, wie
schon erwéhnt, f + ¢ und Af (A € R) durch (f + g)(x) := f(z) + g(x) und
(Af)(x) := Af(z) fiir z € D.Mit f,g € B([a,b]) ist dann auch f+g € B([a, b])
und Af € B([a,b]) fiir A € R. Da die Vektorraumaxiome trivialerweise erfiillt
sind, ist B([a, b]) also ein reeller Vektorraum. Der Nullvektor ist die Funktion,
die identisch gleich 0 ist. Wir wollen sie ebenfalls mit 0 bezeichnen.
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Definition. Fiir f € B([a,b]) sei

[fIl:= sup |f(z)]:=sup{[f(2)||x € [a,b]}.

z€[a,b]

1.1 Satz. Fir f,g € B([a,b]) gilt

(a) |Ifll >0, und || f|| = 0 nur fir f =0 (Nullfunktion),
(b) [[AfIF = [ALfI] fir X € R,
(¢) If +gll < Il + llgll-

Beweis. (a) und (b) sind trivial, und (c) folgt aus

[(f +9) @) = |f(z) + g(x)| < |f @)+ lg(@)] <[]+ llglm

Eine auf einem reellen Vektorraum V erklirte Abbildung || - || : V — R
mit den Eigenschaften (a), (b), (¢) aus Satz 1.1 nennt man eine Norm auf V.
Die hier auf B([a, b]) erkldrte Norm heifit Supremumsnorm.

Diese Norm verwenden wir nun zur Erkldrung eines fiir unsere Zwecke
geeigneten Approximationsbegriffes.

Definition. Seien f,, f € B([a,b]) (n € N). Die Folge (fn)nen konvergiert
gleichmdfig gegen f, wenn

lim || f, — f|[ =0

n—oQ

gilt.

Es gilt also:
(fn)nen konvergiert gleichmifig gegen f <
Ve € RT Ing €N Vn >ng Vo € [a,b] : |fu(z) — f(2)| <e.

Dies kann man sich leicht veranschaulichen: Zu jedem £ > 0 miissen schlief3-
lich alle Funktionen der Folge im ,e-Streifen um f* liegen.

Die hier erklédrte gleichméfige Konvergenz einer Funktionenfolge ist zu
unterscheiden von der Konvergenz schlechthin, unter der man punktweise
Konvergenz versteht. Man sagt, dass die Folge (f,)nen (punktweise) gegen
f konvergiert, wenn fiir jedes z € [a,b] die Folge (f,(z))nen gegen f(z)
konvergiert. Es gilt also:

(fn)nen konvergiert gegen f <
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Vz € [a,b] Ve € RT 3ng € N Vn > ng : |fulx) — f(2)| < e

Der wesentliche Unterschied liegt darin, dass das no (bei gegebenem ¢) hier
von x abhiingen kann, bei gleichméBiger Konvergenz (daher der Name) da-
gegen einheitlich fiir alle z € [a, b] withlbar ist.

Definition. f € B([a,b]) heifit Treppenfunktion, wenn es Punkte
a=ro<xr1 < <xp=2>b

gibt, so dass f auf jedem offenen Teilintervall (xg_1,x) konstant ist (k =
1,...,n), und (xq,...,x,) heifit dann eine zu f gehdrige Unterteilung von
[a, b]. Sei T'([a,b]) die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

T([a,b]) ist ein Untervektorraum von B([a,b]). Zum Beweis ist nur zu
zeigen, dass mit f,g € T([a,b]), A € R, auch f+ g € T([a,b]) und A\f €
T([a,b]) ist. Letzteres ist trivial. Zum Beweis des ersteren sei (xq,...,Zn)
eine zu f und (yo,...,Yym) eine zu g gehorige Unterteilung von [a,b]. Sei
(z0,- .., 2x) die Unterteilung, die durch Vereinigung beider Teilpunktmengen
und Ordnen nach der Grofle entsteht. Auf jedem Intervall (z;_1,2;) ist f+g
konstant, also ist f + g € T'([a, b]).

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R heiflt Regelfunktion, wenn es eine
gleichmiflig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen auf [a, ]
gibt. R([a,b]) sei die Menge der Regelfunktionen auf [a, b].

R([a, b)) ist ein Untervektorraum von B([a, b]). Zunéchst ist klar, dass jede
Regelfunktion beschrénkt ist und dass mit f € R([a,b]) auch Af € R([a,b])
fiir A € R gilt. Seien jetzt f, g € R([a,b]). Es gibt also zwei Folgen (f,), (9n)
in T'([a,b]), die gleichmé&Big gegen f bzw. g konvergieren. Aus

I(f +9) = (Fn+ gl < If = full + [lg = gnll

folgt dann, dass die Folge ( f, +¢,) von Treppenfunktionen gleichmifig gegen
f + g konvergiert, also ist f + g € R([a, b]).

Es fragt sich, wie man einer gegebenen Funktion , ansehen“ kann, ob sie
Regelfunktion ist. Dies wird durch folgenden Satz beantwortet:

1.2 Satz. Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Regelfunktion, wenn
fiir alle ¢ € [a,b] die einseitigen Grenzwerte

lim () und lim f(z)

existieren.
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Beweis. ,=“: Sei f Regelfunktion. Es gibt also eine Folge (¢, )nen in T'([a, b])
mit lim,,_, ||[tn — f]| = 0. Eine Treppenfunktion hat offenbar iiberall rechts-
seitige und linksseitige Grenzwerte. Die Behauptung ergibt sich daher aus
der folgenden allgemeineren:

Behauptung. Konvergiert die Folge (f)nen gleichmifBig gegen f und hat
jedes f, iiberall einseitige Grenzwerte, so gilt dies auch fiir f.

Beweis. (etwa fiir rechtsseitige Grenzwerte). Sei ¢ € [a,b). Zue € RT existiert
ein n € N mit ||f — ful|l < &/3. Weiter existiert nach dem Cauchy-Kriterium
2.3 aus Kapitel 4 (das véllig analog fiir einseitige Grenzwerte gilt) ein § € R
mit

[fr(z) = fu(y)] < % fiir alle 2,y € [a,b] mit ¢ < z,y < c+ 4.

Fiir diese x, y gilt also

[f(@) = )l < (@) = fu(@)| + [ ful2) = fu(@)] + [fuly) = Fy) <e.

Aus Satz 2.3 aus Kapitel 4 (mit D := (¢, b]) folgt die Existenz von lim,~ . f(z).
u

»<=": Es existiere lim,\ . f(z) fiir alle ¢ € [a,b) und lim, ». f(x) fiir alle
c € (a,bl.

Sei n € N. Zu jedem ¢ € [a, b] existiert nach Voraussetzung und nach Satz
2.3 aus Kapitel 4 ein 6. € RT mit

£~ 1)l < =

fiir alle z,y € [a,b] mit ¢ < z,y < ¢+ d. oder ¢ — 6. < z,y < c. Das
System {Us.(c)| ¢ € [a,b]} ist eine offene Uberdeckung von [a, b], enthélt also
nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel 1.8 aus Kapitel 4 eine endliche
Teiliiberdeckung. Es gibt also endlich viele Punkte ¢1,...,¢c; € [a,b] mit
zugehorigen Zahlen 6; := d.;, so dass [a,b] C U?zl Us, (cj) ist. Wir ordnen
die Zahlen ¢1,...,cx,c1 £ 01,...,cp £ 0k (Soweit sie in [a, b] liegen) nach der
Grofle und erhalten eine Unterteilung

a=x9<x1 < - <Tyy=>0

von [a,b]. Wahle z; € (z;_1,2;) (j =1,...,m) und setze

b (x) = flz; fallsx € (xj_1,x;) firein j € {1,...,m},
U fay)  falls @ = g fiir ein § € {0, ..., m}.
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Dann ist t, € T([a,b]). Sei « € [a,b]. Ist x = z; fiir ein j, so gilt |f(z) —
tn(z)| = 0. Andernfalls gibt es genau ein j mit « € (z;_1,z;). Da (z;_1,z;)
Teilmenge eines offenen Intervalls (¢; — d;, ¢; + ;) ist und entweder links oder
rechts von ¢; liegt, folgt

1

[f(2) = ta(@)| = [f(2) = ()] < —.
Da z € [a,b] beliebig war, ist || f — ¢, [|< L. Da n € N beliebig war,
ist damit eine Folge (¢, )nen in T'([a,d]) gefunden, die gleichmiBig gegen f
konvergiert. ]

7.2 Das Integral einer Regelfunktion

Zuerst erklidren wir das Integral einer Treppenfunktion:

Definition. Sei f € T([a,b]). Sei durch
a=xg<x1<--<xp=>b

eine Unterteilung von [a,b] gegeben, so dass f auf (z;_1,2;) den Wert ¢;
annimmt. Dann ist die Zahl
n

I(f) = ey —w1)

j=1

unabhéngig von der Wahl der Unterteilung; sie heifit Integral von f iiber [a, b]
und wird mit

b

/ f oder /b f(x)dx

a

bezeichnet.

Die Behauptung, dass I(f) nur von f und nicht von der speziellen Un-
terteilung abhéngt, ist leicht zu sehen: Ist noch eine andere Unterteilung
zu f gegeben, so bilde man die gemeinsame Verfeinerung. Sie entsteht aus
der urspriinglichen Unterteilung durch Einfiithrung weiterer Teilpunkte. Es
geniigt zu zeigen, dass die Summe sich nicht dndert, wenn man einen wei-
teren Teilpunkt einfiigt. Da dieser ein Intervall zerlegt, auf dem f kon-
stant ist, ist das aber klar: ein Summand ¢;(z; — z;_1) wird ersetzt durch
¢l —xj_1) + ¢j(x; — x), was dasselbe ist.

Der folgende Satz bringt die wichtigsten Eigenschaften des Integrals (d.h.
der Abbildung I : T([a,b]) = R) zum Ausdruck.
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2.1 Satz. Die Abbildung I : T([a,b]) = R: f — fj f, ist ein lineares Funk-
tional, d.h. es gilt

(0) [(F+9)= [ F+ [g fiir alle f,g € T(la.8),

a a

(b) jlz()\f) = )\fbf fir alle f € T([a,b]) und alle X € R.

Dieses Funktional ist monoton, d.h. es gilt
b b
(c) Aus f < g (dh. f(x) < g(x) Var € [a,1]) folgt [ f < [ g.
a a
Ferner gilt
b
If

(d) < (b—=a)llf|l fir f € T([a,b]),

das Funktional ist also beschriankt.

Ein lineares Funktional ¢ auf einem normierten Vektorraum (V/||-]|) heifit
beschrinkt, wenn es eine Konstante K € R gibt mit |¢(z)| < K||z|| fir alle
zeV.

Beweis. Sind f, g € T([a,b]) gegeben, so wiihle man zu jeder dieser Funktio-
nen eine zugehérige Unterteilung von [a,b] und bilde dann die gemeinsame
Verfeinerung. Sie ist eine zu f,g und f + g gehorige Unterteilung. Die Be-
hauptungen (a) und (c) folgen jetzt sofort aus der Definition, (b) ist trivial.
Schlieflich gilt

b
/ iz —xj-1) <Z|C]| —xj-1)

< max{|ei],. . |cn|}z —xj-1) < [|f[I(b - a). =

Nun setzen wir die Abbildung I unter Beibehaltung ihrer Eigenschaften
fort auf den Raum R([a,b]) der Regelfunktionen.

Definition. Sei f € R([a,b]). Sei (tn)nen eine Folge in T'([a, b]), die gleichméfig
gegen f konvergiert. Dann existiert
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b

b
/f:: lim /tn
n—oo

a

b
und ist unabhéngig von der Wahl der Folge (¢,,). [ f heifit das Integral von
a

/f(a:) dx

a

f iiber [a, b] und wird auch mit

bezeichnet.

Beweis der Wohldefiniertheit. Sei e € R*. Es gibt ein ng € N mit ||t, — f]| <
€/2(b — a) fiir n > ng. Fiir m,n > ny gilt also

€
b—a

Htm - tn“ S ||tm - f” + th - fH <

und daher nach Satz 2.1

b b b
/tm—/tn = /(tm—tn) < |t — tal|(b—a) < e.

Also ist ( f: tn)nen eine Cauchyfolge reeller Zahlen und daher konvergent.
Sei (uy)nen eine weitere Folge in T'([a, b)), die gleichmifig gegen f kon-
vergiert. Sei e € RT. Es gibt ein ng € N mit
5
2(b—a)

Fiir n > ng gilt also

If —tnll < fiir n > ng.

g

g
[t — unll < |[ltn — fIl +1f —uall < h—a

und daher nach Satz 2.1
b b

/tn—/un <t — unll(b— a) < e.

a a

b b
Also ist ( Jtn—[ un> eine Nullfolge und somit
neN

a a

b b

lim t, = lim Up, n
n— oo n— oo

a a
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Ist speziell f eine Treppenfunktion, so liefert die neue Definition denselben
Integralwert wie die alte, wie sich aus der Unabhéngigkeit des Grenzwertes
von der approximierenden Folge ergibt.

2.2 Satz. Fiir alle f,g € R([a,b]) und A € R gilt

b b b
(a) [(f+9)=[F+[g

b b
) JOf)=X[F,
(C)fégffjb’féjb’g,
b a a
[f

b
(d) < JIfI<@®=a)lfll

Beweis. Seien (tn)nen, (Un)nen Folgen in T'([a,b]), die gleichmiBig gegen f
bzw. g konvergieren. Dann konvergiert (¢, +up )nen gleichméBig gegen f+ g,
also gilt

b

b b b
/(f+9): lim [ (t, +up) = lim /tn+/un
n—o00 n— o0

a

b b

b
lim [ ¢, + lim un:/f—i—/g.
n—o0 n—oo

a a

Damit ist (a) bewiesen. (b) folgt analog.

Ist f < g, so gelten fiir jedes € € R* fiir fast alle n die Ungleichungen
tp, < f+eund u, > g—e¢, also t, < u, + 2¢, woraus

b b b
/f = lim [t, < lim [ (u,+ 2¢)
n—oo n—oo
b b
= lim /un+25(b—a) :/g+25(b—a)
n— oo

folgt. Da € > 0 beliebig war, folgt (c).

Zu (d) ist zunéchst zu bemerken, dass mit f auch |f| eine Regelfunktion
ist. Fiir Treppenfunktionen ist das klar, und daraus folgt es allgemein: Wenn
(t,) gleichméBig gegen f konvergiert, konvergiert (|t,|) wegen

[1tnl = LA < lltn = £l
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(klar wegen ||z| — \y|| < |z —y|) gleichméBig gegen | f].
Ferner folgt aus

tall = IAI] < It — £

(wegen ||tn]l < ||tn — fI|+ S]] etc.) dass (||tn]]) gegen || f]| konvergiert. Damit

ergibt sich
b b b b b
/fZIim/tn :lim/tnglim/|tn\:/|f|

a

und

b
hm/ﬁdéhmw—am%n=@—aMﬂL

Ist f € R([a,b]) und [c,d] C [a,b], so ist die Einschrankung f|. 4 offenbar
eine Regelfunktion. Ihr Integral ist also definiert; wir bezeichnen es mit

d
J

Zur Ergidnzung definiert man fiir ¢ < d

c

c d
Jf:—/ﬂ [ =0

C

Mit diesen Festsetzungen gilt dann allgemein die im folgenden Satz ausge-
driickte Additivitdtseigenschaft des Integrals hinsichtlich der Integrationsbe-
reiche.

2.3 Satz. Fir f € R([a,b]) und u,v,w € [a,b] gilt
Jrofoe]

Beweis. Zunéchst sei u < v < w. Die Behauptung folgt fiir Treppenfunktio-
nen aus der Definition des Integrals, allgemein dann durch Approximation.
Die iibrigen Fille ergeben sich hieraus und mit den obigen Festsetzungen. Ist
z.B. u < w < v, so ist
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v w v v w
[+ [r=[s-[r=]1
Analog schliefit man in den anderen Fillen. [

Wir schlielen diesen Abschnitt mit zwei manchmal niitzlichen weiteren
Eigenschaften des Integrals.

2.4 Satz. Sei (fn)nen eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmdfig gegen
eine Funktion f konvergiert. Dann ist f Regelfunktion, und es gilt

b b

[ =t [ 1.

a a

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass f Regelfunktion ist. Aus Satz 2.2 folgt

/bf—/bfn < (b=a)llf = full

und daraus die Behauptung. L]

Beispiel. Die Aussage von Satz 2.4 wird i.a. falsch, wenn ,,gleichméafig® er-
setzt wird durch ,,punktweise“: Setze

n fir0<z< %,
fa(z) = Lo L1
0 furx—OundfurESwgl.

Dann ist f,, eine Treppenfunktion auf [0, 1], und die Folge (f,,)nen konvergiert
punktweise gegen 0. Es gilt
1 1
lim fnzl;é():/limfn.
n— oo n—00
0 0

2.5 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g € R([a,b]), sei f
stetig und g > 0. Dann existiert ein c € [a, b] mit

b b
[to=1@ [

(Speziell fiir g =1 also fbf = f(c)(b—a).)
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Beweis. Die stetige Funktion f nimmt nach Satz 3.2 aus Kapitel 4 auf dem
kompakten Intervall [a,b] ein Minimum m und ein Maximum M an. Aus
m < f <M und g > 0 folgt mg < fg < Mg und daraus nach Satz 2.2

b b b
m/gﬁ/fgSM/g
a a a

b b
Es ist also [ fg = a [ g mit einer Zahl « € [m, M]. Nach dem Zwischenwert-
satz 3.4 aus Kapitel 4 gibt es eine Zahl ¢ € [a,b] mit f(c) = a. n

7.3 Integration und Differentiation

Die zu Anfang dieses Kapitels erlduterte Interpretation des Integrals als ver-
allgemeinerte Summe ist nicht die einzige Motivation fiir die Einfithrung des
Integralbegriffs. Eine andere liegt darin, dass man Integration als Umkehrung
von Differentiation ansehen kann. dass ein solcher Zusammenhang bestehen
muf}, macht man sich leicht schon anschaulich klar, wenn man das Integral
einer etwa stetigen positiven Funktion f als ,Fldche unter dem Graphen“
interpretiert und dann fiir kleine positive h die Grofien

xz+h x

/f(t)dt—/f(t)dt wd  f@)h

miteinander vergleicht. Der Zusammenhang zwischen Integration und Diffe-
rentiation ist Gegenstand des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung.

Definition. Sei f : [a,b] — R stetig. Eine Funktion F : [a,b] — R heifit
Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar und F’ = f ist.

Nicht jede Funktion besitzt eine Stammfunktion, wohl aber jede stetige
Funktion.

3.1 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Die Funktion
f:[a,b] = R sei stetig. Die durch

F(fﬂ):/xf:/mf(t)dt» z € [a, b],
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erklarte Funktion F ist Stammfunktion von f.

Jede Stammfunktion G wvon f ist von der Form G = F + ¢ mit einer
Konstanten c.

Beweis. Sei x € [a,b]. Fiir h € R mit x + h € [a,b] gilt

x+h T

Fa+ b~ Fa) ~ )bl = | [ f@de~ [ f0)de~ fom
x+h

z+h z+h

Il
~
=
~

ISy
=
|
=
&

I
—~
~
—~
N

|
=

8
~
~—

ISy

=

x+h
< [ 116 - s,

wobei Satz 2.3 benutzt worden ist. Sei nun & > 0 gegeben. Da f auf [a, b]
nach Satz 3.5 Kapitel 4 gleichm#Big stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dass
|f(t) — f(x)] < ¢ fir alle x,t € [a,b] mit [t —z| < . Fir |h| < 0 folgt also

|F(x+h) — F(z) — f(z)h] < |hle.
Damit ist nach Definition der Ableitung

Fl(z) = }llli% F(ac—i—h})l— F(x)

= f(2)
gezeigt, also ist F' Stammfunktion von f.

Ist auch G Stammfunktion von f, so ist F' = f = G, also (FF— G)' =0
auf [a, b]; nach Satz 2.5 aus Kapitel 6 ist also F' — G konstant. m

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung enthélt zwei wichti-
ge Aussagen: Die erste Aussage ist, dass das Integral einer stetigen Funktion
nach der oberen Grenze differenzierbar ist und dass die Ableitung den Inte-
granden ergibt. Die zweite Aussage ist, dass die Stammfunktion eindeutig ist.
Beides zusammen hat die folgende wichtige Konsequenz. Ist F' eine Stamm-
funktion der stetigen Funktion f, so ist mit einer Konstanten c

b

F()—F(a) = c+/f - c+/af :/bf.

a a
r=a

Man schreibt auch F(b) — F(a) = [F(2)]%=% = [F(x)]%. Wir kénnen fiir
b

stetiges f also das Integral f f berechnen, wenn wir eine Stammfunktion
a
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von f kennen. Wir kommen hierauf im néchsten Abschnitt zuriick. Zunéchst,
ebenfalls im Hinblick auf die Berechnung von Integralen, noch eine wichtige
Folgerung.

Bemerkung. Die Funktion h : [a,b] — R sei stetig differenzierbar und es
x
sei H(xz) := [ W (t)dt. Dann folgt aus dem Hauptsatz, dass H = h' und

a
somit gibt es eine Konstante ¢ mit H = h + c¢. Dies und die Folgerung des
Hauptsatzes implizieren

b

/h’(t) dt = H(b) — H(a) = h(b) — h(a) = [h(z)]®.

a

3.2 Satz (Partielle Integration oder Produktintegration). Fir stetig diffe-
renzierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt

b
/ (@) (@) de = [f(@)g(@)] - / f(2)g(x) dz.

Beweis. Nach der Produktregel gilt

(f9) =fg+ fd,

also gilt nach obiger Bemerkung
b b b
[ o5+ [ 9= [ttor =@t -

Hiermit sind wir insbesondere in der Lage, einen neuen Beweis der Taylor-
formel mit einer anderen niitzlichen Darstellung des Restgliedes anzugeben:

3.3 Satz (Taylorsche Formel mit Restglied in Integralform). Sei D C R ein
Intervall und f : D — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir
a,x €D

n ek (g
1@ =3 00wt 4 R
k=0

mit

Ry () = - / SO @) @ — by dt.

a
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fir n = 0
lautet die Behauptung
+/f@ﬁ

sie ist richtig nach Satz 3.1. Sei die Behauptung bewiesen fiir n — 1, also

R (x) = ﬁ / FO @)@ — 1)L dt = / £ () (2) dt

mit
(=)
Partielle Integration ergibt
(n) (@ — )" = (1) (4
Ra() = | -f™ (1) 1 — 1) de
F™(a . N
= % (x —a)" n' f +( —t)" dt,

woraus die Behauptung folgt. [

7.4 Berechnung von Integralen

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bietet die Moglich-
keit, die Integrale vieler spezieller Funktionen explizit anzugeben. In anderen
Féllen wird man sich zur numerischen Berechnung von Integralen verschie-
dener Naherungsmethoden bedienen miissen. Wir wollen im folgenden einige
Verfahren zur Integralberechnung und Rechenregeln fiir Integrale zusammen-
stellen.

Prinzipiell kann man natiirlich zur ndherungsweisen Integralberechnung
unmittelbar die Integraldefinition heranziehen. In manchen einfachen Féllen
erhélt man so sogar den genauen Wert. Eine ungleich bequemere Methode
der Integralberechnung liefert aber der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung. Ist f : [a,b] — R stetig und kennen wir eine Stammfunktion F
von f, so folgt aus der Folgerung von Satz 3.1

b
/f(x) dz = F(b) — Fla).
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a
Um zum Beispiel [ cosz dz zu berechnen, erinneren wir uns, dass sin’ = cos
0

ist und erhalten
a
/cosa:dx =sina — sin0 = sina.

0

Allgemein konnen wir uns eine Liste machen von allen stetigen Funktio-
nen, die uns als Ableitungen anderer Funktionen begegnet sind. Von diesen
Funktionen kennen wir also Stammfunktionen und kénnen daher die Integrale
explizit angeben.

Beispiele (F Stammfunktion von f).

| fl) | F@) |
e (a #0) %eax
% Inz
2% (a# -1) %on‘Jr 1
a® (a#1) ﬁ x
Ccos T sinx
sin —cosx
12 tan x
cos”
I arcsin x
V1 — a2
ﬁ arctan x

Viele weitere Stammfunktionen findet man (unter der Uberschrift ,, Unbe-
stimmte Integrale“) in den Formelsammlungen und Integraltafeln. Hat man
durch eigene Berechnungen eine Stammfunktion explizit ermittelt, so sollte
man stets die Probe durch Differenzieren machen. Es sei darauf hingewiesen,
dass héufig fiir Stammfunktionen eine bequeme, aber nicht ganz korrekte
Schreibweise tiblich ist, wie zum Beispiel

/ LI ¢
— dz = arctan z.
1422

Korrekt wéire

x

1
/ T3 dt = arctan z + c,

a
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aber die obige Schreibweise ist so verbreitet, dass wir sie auch benutzen wer-
den. Man bezeichnet Ausdriicke wie

1
—d
/1—|—x2 o

auch als ,unbestimmte Integrale“; das sind also nichts anderes als Stamm-
funktionen.

Héufig kann man unbekannte Integrale durch Umformungen auf bekannte
zuriickfithren. Diese Umformungsregeln erhélt man, wenn man Differentiati-
onsregeln mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung in
Integrationsregeln iibersetzt. Die erste solche Regel ist in Satz 3.2 enthalten:
Fiir stetig differenzierbare Funktionen f, g gilt

b b
/fg’ = [fg]Z*/f’g-

Vor der Behandlung von Beispielen eine Bemerkung: Wenn wir bei gegebenem

f das Integral
b
|1
a

fiir alle b (des Definitionsbereiches von f) bestimmen kénnen, haben wir
damit natiirlich eine Stammfunktion von f gefunden. Dies wird bei den Bei-
spielen stets der Fall sein.

Beispiele. (1)
/bxex dr = /bf(x)g’(x) dx [f(x) - xg;]
b

= [asex]z — / 1-e%dx = [xe“"]z - [em]z.

Mit der iiblichen Schreibweise fiir unbestimmte Integrale, die wir von nun
an verwenden wollen, lautet das Ergebnis also

/xex dx = ze® — e”.

Das bedeutet, wie gesagt, dass F'(z) := ze® —e” eine Stammfunktion von
f(x) := xe® ist. Die Probe durch Differenzieren (die man immer machen
sollte) bestéitigt das.
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Ganz ahnlich:

[esmear M= ]

= —xcosx—i—/cosxdm

= —xcosx +sinz.

Zwei Kunstgriffe sind im Zusammenhang mit partieller Integration oft
niitzlich: Man kann immer den Faktor 1 einfiigen und als ¢’ ansehen. Zwei-
tens kann man eventuell durch partielle Integration eine Gleichung fiir das
fragliche Integral erhalten und hieraus das Integral berechnen.

(2) /lnxdx:/f(x)g'(x)dx {f@):mﬂ

g(x) ==

1
= xlnx—/fxdx =zlnz —z.

(3) /iln.’lid.’l,‘:/f(m)g/;(ﬂm)dx [f(l‘):lnx]

g(z) =lnzx
1
= (Inxz)? - / —lnzdx.
x
Also ist
1 1
/Elnxdm = §(lnx)2.

Manchmal mufl man partielle Integration mehrfach anwenden, um zu einer
Gleichung zu kommen, aus der das Integral bestimmbar ist:

(4) /e"’” sinx dx = —e” cosx —|—/e$ cosz dx
= —e"cosz +e“sinx — /e”” sinz dz.
Also ist
T L3 1 x :
e’sinx dr = ¢ (sinxz — cosx).

Manchmal erfordert die , partielle Integration“, also die Bestimmung von g
zu ¢’ in [ fg¢', ihrerseits partielle Integration:

(5) /(lnx)zdz:/lnzlnzdx.

Wir wissen nach Beispiel (2), dass
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d
ﬁ(xlnx —z)=Inzx
ist, also ergibt sich
1
/lnxlnxdw =lnz(zlnzx —x) — / —(zlnz —z)dx
x

:lnx(mlnx—x)—/lnwdw—i—/ldw
=lnz(zlnz —z)— (rlnzx—z)+ =

= 2(lnz)? — 2z(lnz) + 2.

Schliefllich ermoglicht es partielle Integration bisweilen, zu einer Rekursions-
formel zu kommen. Als Beispiel betrachten wir

b
(6) I, := /sinmxdx fiir m € N.

Fir m > 2 ist

b
I, = —/sinm_1 xcos’ xdx

a

b
= [~ coszsin™ ! x]z +(m—1) /sin"“2 x cos® x dx

a
b

= [~ coszsin™! x]z +(m—-1) /sinm_2 z(1 — sin’ z) dx

= [— cos xsin™ a:]z +(m—11Ln—o—(m—1)L,,

also

. m— b m—1
I, =—— [cosxsmm 1 :17] +
m a

m—2-

Dies ist eine Rekursionsformel, mit deren Hilfe sich I,,, berechnen l&f}t,
denn Iy und I; sind wohlbekannt.

Die zweite wichtige (und vielseitiger anwendbare) Integralumformung ist
die Substitutionsregel. Man erhilt sie, kurz gesagt, durch Integration der
Kettenregel.

4.1 Satz (Substitutionsregel). Sei f : [a,b] — R stetig und g : [c,d] — [a, 1]
stetig differenzierbar. Dann gilt
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d g(d)
/ Fla(t))g/(t) dt = / f(z) de.
¢ g(c)

Ist g : [e,d] = [a,b] auferdem bijektiv, so gilt

b ()
/ f() d = / Fa(6)g'(t) dt.
a a=1(a)

Beweis. Zu f gibt es nach Satz 3.1 eine Stammfunktion F auf [a,b]. Nach
der Kettenregel 1.5 aus Kapitel 6 gilt

(F'og)(t) = F'(g(t))g'(t) = f(g(t))g'(t)

fiir ¢t € [c,d], also

d
/f(g(t))g'(t) dt = /(Fog)’(t)dt = (Fog)(d) = (Fog)e)

g(d) g(d)
= Flgd) - F(glo) = [ Fla)da= [ f(o)do
g(e) g(e)

Sei jetzt g : [e,d] — [a,b] bijektiv. Aus den Eigenschaften von g folgert man
leicht, dass entweder g(c) = a, g(d) = b oder g(¢) = b, g(d) = a gelten mufl.
Im ersten Fall ist dann die Behauptung klar; im zweiten Fall ergibt sie sich

aus
[ o=
b

und Satz 2.3. n

“'(a)

g(d) g
/ f(x) di = / Fla(t)g'(t) dt

g(c) g=1(b)

Die Anwendung dieser Regel wollen wir zunéichst an einem sehr einfachen
Beispiel studieren. Es sei das Integral

d
/ sin® t cost dt

c

zu berechnen. Es fillt sofort ins Auge, dass cos die Ableitung von sin ist, also
wird man versuchen, den Integranden in der Form f(g(t))g’(t) mit g(t) = sint
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zu schreiben. Man hat also f(z) = 2®

tionsregel

zu wahlen. Dann ergibt die Substitu-

d

d
/sin3tcostdt:/f(g(t))g'(t)dt

c

sind sind .
1 sind
= / f(z)de = / 23 dr = {49&4}
sin ¢ sin ¢ sine
1 1
=1 sin*d — 1 sin c.

Dies war die korrekte und einwandfrei geschriebene Anwendung der Substi-
tutionsregel. In der Praxis verwendet man eine nicht ganz einwandfreie, aber
leicht zu merkende Schreibweise, die wir jetzt an demselben Beispiel erldutern
wollen. Man wiirde x statt g schreiben und sagen, dass man ,,die Substitution

sint =2x

macht®“. Hierbei mufl man im Kopf haben, dass x als Funktion von ¢ aufzu-
fassen ist. Man kann sie nach t differenzieren:

dzx y
— = cost.
dt

Schreibt man dies formal in der Weise
dr = costdt

und setzt dies in das Integral ein, so erhélt man

d

/sin3tcostdt: /x3 dx,

c

wobei noch die Grenzen einzusetzen sind nach der Regel: Ist ¢t = ¢, so ist
T = sinc usw., also
sind
= / x5 dx.
sinc
Man kommt bei diesen formalen Umformungen also zum richtigen Ergebnis.

Bezeichnet nun F eine Stammfunktion des Integranden (ndmlich F(x) =
12%), so ist dieses Integral
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Man erhilt also das richtige Ergebnis, wenn man am Ende wieder x = sint
einsetzt. Da hier d beliebig ist, haben wir in Wirklichkeit nicht nur ein be-
stimmtes Integral gefunden, sondern eine Stammfunktion.

Die folgenden Beispiele zur Anwendung der Substitutionsregel behandeln
wir immer in dieser sehr einprigsamen Form. Es sollte keine Miihe bereiten,
die Umformungen auch in korrekter Weise darzustellen. Die Merkregel ist
aber zur Auffindung passender Substitutionen (fiir die es kein Patentrezept
gibt) sehr hilfreich.

Es versteht sich in den folgenden Beispielen von selbst, dass die Integran-
den i.a. nur auf passenden Intervallen erkliart sind; dies wird nicht jeweils
im Einzelnen angegeben. Da wir in Wahrheit immer Stammfunktionen be-
stimmen, geben wir, der Konvention entsprechend, keine Integrationsgrenzen
an.

sint s T = cost
(1) /tantdt = /@dt {Substltutlon. do — —sintdt]

1
/tantdt: —/fdx: —In|z| = —In|cost|.
x

Das 148t sich verallgemeinern. Zu bestimmen sei etwa

/ —
/g ®) dt mit g > 0. { Substitution: © 9(t) ]

ol dx = ¢'(t) dt
g'(t) /1
= [ o= = et
x oo L4a?=t
(2) /mdaz {Substltutlon ow de — dt}
O
_2 +2 - 2t o 21+$2

(3) Ein etwas schwierigeres Beispiel, bei dem das vorstehende nach algebrai-
scher Umformung und partieller Integration benutzt wird:

/mlacwdz/(ljﬂ(lf;)?)dl’

£ / LA
= arctanz 1522 x,
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(4)

7 Integration

/ﬂf;)zdx = /:v . ﬁdw (vel. (2))

12 +1/ 1y
T 21422 2 ) 152 ™

1 =z 1
= _514—3:2 + §arctanx
= /#dmzl m —|—1arctanx.
(14 22)2 21422 2

b
/\/ 1—z2dz mit [a,b] C [—1,1]

Hier substituieren wir z = sint. Im Integranden fassen wir also z auf
als ¢ = sin(arcsinz) und substituieren dann arcsinz = t¢. Hierbei ist
wesentlich, dass die Abbildung

”} S -1,1]

. [ ™
sin: |——, =
22

bijektiv ist (und somit eine Umkehrabbildung besitzt). Im Grunde be-

nutzen wir also die zweite, speziellere Form der Substitutionsregel 4.1.
Wir erhalten

/\/1 —x2dx = / V1 —sin?tcostdt
= / cos? t dt [partielle Integration]
1 t t+ 1t
= —sintcost + =
2 2
1 1
3 sint\/1 —sin® ¢ + it

Lo Lo
=X — X —arcsinxz.
2 2

Speziell ergibt sich (mit einem Grenziibergang)

1

! 1 1
/ V1—22dr=|-2zvV1— 22+ = arcsinz =
. 2 2

-1

vl 3

Damit ist die Deutung der Zahl 7 als Flidcheninhalt des Kreises vom Ra-
dius 1 gewonnen.

H&ufig mul man Substitution und partielle Integration kombinieren, wie
im folgenden Beispiel.
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T
/arctanx dr = xarctanx — / dx

1422
T . 2 =t
/m dx [ Substitution Ydy — dt]
1 1

1 1
=— [ —dt=-In(1+1t) = =1In(1 + 22
2 ) T = g+t =5l +an),

also

1
/arctan zdx = rarctanx — 5 In(1 4 z?).

Numerische Integration

Schon fiir relativ einfache Funktionen, die aus den speziellen, elementaren
Funktionen zusammengesetzt sind, ist es oft prinzipiell unméglich, expli-
zit die Stammfunktion durch elementare Funktionen auszudriicken. Integrale
iiber solche Funktionen kénnen nur ndherungsweise (mit beliebiger Genauig-
keit) berechnet werden. Hierzu gibt es verschiedene Verfahren. Natiirlich kann
man grundsétzlich auf die Integraldefinition zuriickgehen, also die gegebene
Funktion durch Treppenfunktionen approximieren. Das wére jedoch meist
mit unnotig viel Rechenaufwand verbunden. Es gibt bessere Verfahren, die
sich vor allem dadurch auszeichnen, dass bei Kenntnis von Ableitungen der
Funktion giinstige Fehlerabschatzungen moglich sind. Wir wollen ein solches
Verfahren betrachten.

Zur Berechnung von f; f(z)dz wird man im allgemeinen so vorgehen,
dass man zuerst das Intervall [a,b] in geniigend kleine Teilintervalle zerlegt
und dann in jedem Teilintervall die Funktion f ersetzt durch eine Funktion,
deren Integral man berechnen kann. Die naheliegendste Ersatzfunktion ist
eine affine. Wir wollen zunéchst nur ein Teilintervall betrachten, etwa das
Intervall [—h,h]. Wir ersetzen f in [—h,h] durch die affine Funktion, die
in den Endpunkten des Intervalls dieselben Werte annimmt wie f. Deren
Integral ist offenbar

h(f(—h) + f(h)) =: A.
Das Problem ist jetzt, eine Fehlerabschéatzung, d.h. eine obere Schranke fiir

h

/f(x)dx—A

—h

zu finden. Ohne weitere Information iiber f kénnen wir natiirlich keine solche
Schranke aufstellen. Nun ist die obige Differenz gleich Null, wenn f eine affine
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Funktion ist. Wir hoffen daher, dass die Differenz klein ist, wenn f nur wenig
von einer affinen Funktion abweicht. Da affine Funktionen durch f” = 0
gekennzeichnet sind, kénnen wir das Abweichen von einer affinen Funktion
durch die Grofle || f”|| messen, vorausgesetzt, dass f/ existiert und beschrinkt
ist.

4.2 Satz (Sehnen- oder Trapezregel). Seih > 0 und f : [—h, h] = R zweimal
stetig differenzierbar, set

A= h(f(—h) + f(h))
Dann gilt

h

[ f@rde=a- 2w

“h
mit passendem ¢ € [—h, h|, also

h

[ f@rdo— 4 < 21007

—h

Beweis. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir

h h
[ f@ydo=laf @) - [ af'@)ds
“h A
h
—A- B(IQ - h2)f’(z)]}ih b [ 5= @) de
“h
Hier ist
G

(deshalb wurde bei der zweiten partiellen Integration zu x die Stammfunktion
(2% — h?) gew#hlt). Wegen h? — 2? > 0 fiir z € [—h, h] folgt aus dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung 2.5 mit passendem ¢ € [—h, h]

h
/ (h? — )" () di = 1"(c)
“h

|
=~
—
=
[
|
8
[
ISy
8
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also
r 2
[ f@yde=a- 2150
—h
und daher die Behauptung. [

Jetzt wollen wir, wie oben angedeutet, das Intervall [a, b] in Teilintervalle
zerlegen und die Sehnenregel auf die Teilintervalle anwenden.

Sei n € N. Wir zerlegen [a,b] in n Intervalle gleicher Linge und setzen
dazu

, z; :=a+ jh fir j=0,...,n.

Anwendung der Sehnenregel auf das Intervall [z;_1,z;] (% spielt also jetzt
die Rolle des fritheren h) ergibt

h B
/ Fladz = 5 [f(g0) + )] — o 1 (cy)

mit ¢; € [zj_1,%4] (j =1,...,n). Summieren wir iiber j und setzen
1 1
A, =h {Qf(a)+f(a+h)+~~+f(a+(n1)h)+2f(b) ,

so erhalten wir

also

b
h3 h2
[ f@yde - 4 < nllfl = 0= )l

Wir sehen also, dass der Fehler, den wir bei der Approximation des Integrals

f: f(z) dz durch die endliche Niherungssumme A,, machen, wie das Quadrat
der Schrittweite h gegen Null geht.
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7.5 Parameterabhingige Integrale

In der Taylorschen Formel 3.3 hatten wir das Restglied in der Form

T
Rosala) = o [ 0000 — 1"
' a

angegeben. Dies ist ein Beispiel fiir ein ,,parameterabhéngiges Integral“. Im
Integranden und in der oberen Grenze kommt ein ,, Parameter” vor, d.h. eine
Zahl, die aus einer gegebenen Teilmenge von R gewéhlt werden kann, so dass
also durch das Integral eine auf dieser Teilmenge definierte Funktion erklart
wird. Wir wollen Eigenschaften einer so erkliarten Funktion betrachten; dabei
beschranken wir uns auf den Fall, dass der Parameter im Integranden vor-
kommt. Zur exakten Formulierung benétigen wir den Begriff einer ,,Funktion
von zwei Verédnderlichen®.

Wir bezeichnen das kartesische Produkt R x R, also die Menge aller ge-
ordneten Paare reeller Zahlen, mit R2.

Definition. Sei A C R2. Eine Funktion f : A — R heift ,, Funktion von zwei
(reellen) Verdnderlichen®. Statt f((z,y)) schreibt man f(x,y).

Die Funktion f: A — R heifit gleichmdfig stetig <

Ve e RT 306 € RY V(a,t),(2',t) € A
|z — 2| <INt =t <0 =|f(x,t) — f(a', 1) <e.

Ist D,[a,b) C Rund f: D x [a,b] — R gleichmiflig stetig, so ist insbe-
sondere fiir jedes z € D die Funktion

f(z,) i [a,b] = R: t— f(x,t)

stetig und daher eine Regelfunktion. Wir kénnen also
b
F(x) :z/f(x,t)dt fir x € D

definieren. Wir fragen jetzt nach Eigenschaften dieser Funktion F' wie Stetig-
keit und Differenzierbarkeit. Es sei darauf hingewiesen, dass die im folgenden
getroffenen Voraussetzungen wesentlich stérker sind als notwendig wére. (Fiir
allgemeinere Aussagen siehe z.B. Barner-Flohr.) Wir begniigen uns jedoch
mit diesen einfach zu beweisenden Resultaten, die fiir viele Anwendungen
ausreichen.
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5.1 Satz. Sei D,[a,b] C R, sei f: D X [a,b] — R eine gleichmdf$ig stetige
Funktion. Dann ist die durch

b

F(z):= /f(x,t) dt firxz e D

a

definierte Funktion F stetig.

Beweis. Sei z € D und € € R gegeben. Wegen der gleichmiifligen Stetigkeit
von f gibt es ein 6 € RT mit

€
b—a

[f(,t) = f(a, 1) <

fiir alle t € [a,b] und alle z,2’ € D mit |z — 2’| < 0. Fiir z,2’ € D mit
|z — 2’| < § folgt also

b
F(@) = )| < [ Ift) = 1@ )] de <. .

Jetzt fragen wir nach der Differenzierbarkeit von F'. Sie erfordert natiirlich
eine geeignete Differenzierbarkeitsvoraussetzung an f.

Definition. Sei f: D X [a,b] — R eine Funktion. Sie heiflt partiell differen-
zierbar nach der ersten Verdnderlichen, wenn fiir alle ¢ € [a,b] die Funktion

fG,t): D= R:xw f(x,t)

differenzierbar ist. Ihre Ableitung an der Stelle 2 wird dann mit 9y f(x,t)
bezeichnet. Die Funktion

Of:D xla,b = R: (z,t) = O f(x,1t)
heif3t partielle Ableitung von f nach der ersten Verdnderlichen.

5.2 Satz. Sei [¢,d],[a,b] C R, sei f : [c,d] x [a,b] = R eine gleichmifig
stetige Funktion, deren partielle Ableitung 01 f existiert und gleichmdfig stetig
ist. Dann ist die durch

b
F(x):= /f(a:,t) dt fir x € [c,d]

definierte Funktion F differenzierbar, und es gilt
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b
F'(z) = /alf(x,t) dt
(, Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration®).
Beweis. Sei x € [c,d] und € € RT gegeben. Fiir h # 0 mit x + h € [c,d] gilt

b

/(f(erh,t})Lf(z,t)

a

F(z+h)— F(x)
- _

b
/81f(a:,t) dt = - 31f($,t)> dt.

Fiir jedes ¢ € [a,b] wenden wir auf die Funktion f(-,t) den Mittelwertsatz
der Differentialrechnung 2.2 aus Kapitel 6 an. Danach existiert ein ¢; € (0, 1)
mit

h

=01 f(z + V¢h,t).
Nach Voraussetzung ist 9 f gleichmiBig stetig, also existiert ein § € RT mit
€
01 f(2,t) — 01 f(2, t)] < ' —a

fiir alle ¢ € [a,b] und alle z, 2’ € [¢,d] mit |z — 2’| < J. Sei |h| < §. Dann gilt
| — (z + Uth)| = V¢ |h] < 4, also

f(mh,t});f(x,t) alf(a:,t)‘ = |01 f(x + Dyh,t) — 01 f(z,t)| < bfa
und daher
b
F(x—i—h})l—F(x) —/Blf(x,t)dt <e. m

Nun fragen wir analog, ob man ,unter dem Integralzeichen integrieren*

darf.
5.3 Satz. Sei f : [c,d] X [a,b] — R gleichmdfig stetig. Dann gilt

d

/ bf(a:,t)dt dx:/b /df(m,t)da: dt

c a

(, Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge®).
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Beweis. Setze

y b
G(y) ::/ /f(x,t) dt | de fiir y € [c,d].

Nach Satz 5.1 ist der Integrand des dufleren Integrals stetig; nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung 3.1 ist daher G differenzierbar und

b

G'(y) = / Fy. 1) dt.

a

Setze

b Y

H(y) ::/ /f(:ﬂ,t) dz | dt tir y € [¢, d].

a C

Die durch
y
h(y,t) := /f(x,t) dx fiir (y,t) € [, d] X [a, D]

definierte Funktion h ist (wieder nach Satz 3.1 partiell differenzierbar nach
der ersten Verédnderlichen, und es gilt

oh = f.

Also ist 01h gleichméBig stetig. Nach Satz 5.2 folgt die Differenzierbarkeit
der Funktion H und die Gleichung

b b
lﬂw=/&ﬂwﬂﬁ=/ﬂ%ﬂ%

Es ist also (G — H)' = 0 und daher G — H = const. Wegen G(c¢) =0 = H(c)
ist G = H. Daraus folgt die Behauptung. (]

Durch ein Beispiel wollen wir noch zeigen, dass man die Integrationsrei-
henfolge keineswegs immer vertauschen darf.

Beispiel. Die Funktion f : [0,1] x [0,1] — R sei definiert durch

y% fir0<z<y<l,

flay)=¢-% fir0<y<az<l,
0 sonst.
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Ist y =0 oder y = 1, so ist f(z,y) = 0 fiir alle z € [0,1]. Sei y € (0,1). Dann
ist

0 fir x = 0,

y—lz fir 0 < z < v,
flz,y) =<0 fiir z = v,

—x% firy<az<l1,

0 fir x = 1.

Also ist f(-,y) auf dem Intervall (0,y) konstant und auf dem Intervall (y, 1)
Einschriankung einer auf [y, 1] stetigen Funktion. Es folgt, dass f(-,y) Regel-
funktion ist. Daher ist das Integral

= /1f(w y) dx

definiert. Es ist F'(0) = F'(1) = 0. Sei y € (0, 1). Dann ist

o= [ [ () [

=y

Also ist F' Regelfunktion und

1
/F(y)dy:l.
0

Analog findet man, dass fiir jedes x € [0, 1] die Funktion f(z, -) Regelfunktion
ist und dass

fir x € (0,1) sowie G(0) = G(1) = 0 gilt. Also ist G Regelfunktion und
Jiy G(x)dz = —1. Damit ist

11 11
//fxyda:dy—l#—l—//fxydydm
0 0 00

gezeigt.
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7.6 Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir nur Regelfunktionen integrieren. Eine solche Funktion ist
stets auf einem kompakten Intervall definiert und beschrinkt. Es kommt
jedoch haufig vor, dass Funktionen {iber unendliche Intervalle oder unbe-
schrinkte Funktionen zu integrieren sind. In naheliegender Weise kénnen
solche Integrale durch Grenziibergéinge definiert werden. Wir betrachten
zunéchst den Fall eines unbeschriankten Integrationsintervalls.

Definition. Sei a € R, sei f : [a,00) — R eine Funktion derart, dass fiir
jedes b € [a,00) die Einschrinkung flj, 5 eine Regelfunktion ist. Falls der
Grenzwert

b—o0

b
lim /f(:r)dac

existiert, bezeichnet man ihn mit [~ f(z) dz und sagt, dass das (uneigentli-
che) Integral [ f(z)dx konvergiert.

Ganz analog definiert man [ f(z) dz und

/Oof(x) da = / f(@) dw+7f(x) dz,

wobei a € R beliebig und die rechte Seite offenbar unabhéngig von a ist.

Im folgenden wird von allen auftretenden Funktionen stillschweigend vor-
ausgesetzt, dass ihre Einschrankungen auf kompakte Intervalle Regelfunktio-
nen sind.

Fiir die Konvergenz uneigentlicher Integrale gilt das folgende Cauchy-
Kriterium.
6.1 Satz (Cauchy-Kriterium). Das Integral [ f(z)dx konvergiert
Z2

oVeeRY JueR Vo, 20> u: /f(x)dx <e.

Z1

Der Satz ist analog zum Cauchy-Kriterium 2.3 aus Kapitel 3 fiir Reihen
und zum Cauchy-Kriterium 2.3 aus Kapitel 4 fiir Grenzwerte von Funktionen;
man beweist ihn analog wie letzteres.
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Beispiele. (1) [~ L dz. Fiir b>1 und s # 1 ist
b

b

1 1 1 1 1
/*dI: - 1-— .

s l—sas=t], s—1 bs—1

1

Also ist das Integral floo %dz konvergent fiir s > 1, nicht konvergent fiir

s < 1. Fiir s =1 ist es wegen flb %dm = In b ebenfalls nicht konvergent.

(2) [ s dx. Fiir b> 0 gilt

—oco 1+z2
0
1 0 ™ ..
—— dx = [arctanz]_, = —arctan(—b) — < fiir b — oo,
1+ 22 2
b
analog
Fo T
T
/Wdl'—>§, also /mdﬁzﬂ'
0 —0o0
3) J % dz ist konvergent (an der Stelle 0 ist der Integrand gleich 1 zu

0
setzen; er ist dann stetig). In der Tat, fiir b > a > 0 ergibt partielle

Integration
b b b
sinx 1 cosx
/ dx = {— oS x} — / 5 d.
x x u x

a a

Sei e € RT. Fiir xp > x7 > 1 gilt

T2

T3
1 1172 1 1 1
/cosxdx g/—dx: -] =——-—<—<ec
x> 2 T T T2 T
T

1
T

Nach dem Cauchy-Kriterium 6.1 ist also faoo C‘;szx dx konvergent und da-
her auch [ S22 gy konvergent.

Das Integralkriterium fiir Reihen

An dieser Stelle konnen wir ein Konvergenzkriterium fiir Reihen nachtragen,
dessen Formulierung den Begriff des uneigentlichen Integrals erfordert.



7.6 Uneigentliche Integrale 147

6.2 Satz (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — RT eine monoton
fallende Funktion. Dann ist die Reihe

> fn)
n=1

genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral

7]‘(90) dz

konvergent ist.

Beweis. Fir k€ Nund k—1 < x <k gilt f(k) < f(x) < f(k—1) und daher

k
fR) < [ fla)de < f(k—1)
k—1
Summation ergibt
n n n—1
PNCEN NIETES ST}
k=2 1 k=1
Wegen f > 0 liest man hieran die Behauptung ab. ]

Beispiele. (1) Y77 konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s <1 (vgl.

nlng

Beispiel (1) nach Satz 6.1)

(2) 3%, —L st fiir s > 1 konvergent, fiir s < 1 divergent. In der Tat,

n=2 n(lnn)s

erhalten wir fiir b > 2 und s # 1 [ Substitution z = €]

In

b
/ / IR 1
z(lnx)s 1—sts=1|, , s—1|(In2)s1 (Inb)s!
2

n2

Fiir s > 1 ist also f2 dx konvergent, fiir s < 1 divergent. Fiir

T
s =1 gilt
b 1nb1
Inb
/xln:n /;dt In¢)2s =Inlnb—Inln2,
2 In 2

also ist f;o

xﬁm dx ebenfalls divergent.
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Wir kommen zum zweiten Typ uneigentlicher Integrale, bei denen der
Integrand an einer Integrationsgrenze nicht erklért ist und auch nicht so
erkldrt werden kann, dass eine Regelfunktion entsteht.

Definition. Sei f : (a,b] — R eine Funktion derart, dass fiir jedes ¢ € R
(mit € < b— a) die Einschrédnkung f|(,4. 5 eine Regelfunktion ist. Man sagt,

»,das Integral fab f(z)dx konvergiert®, wenn
b
gi{% / f(x)dzx
ate
existiert und bezeichnet dann diesen Grenzwert mit fab f(zx) da.

Analog wird f; f(z) dz behandelt, wenn f nur auf [a,b) erklirt ist. Ist f

nur auf (a,b) erkliirt, so bezeichnet man f: f(x) dx als konvergent, wenn fiir
ein (und dann fir jedes a) ¢ € (a,b) die Integrale

/C f@)de  und / (@) da

c

konvergieren; in diesem Fall setzt man

/bf(x)dx ::/cf(x)dx—l—/bf(x)dx.

Beispiele. (1) Wegen

—dx =

IAS

1
1 {115(1—518) fiir s # 1,

—Ine firs=1
I

ist fol ;19 dx fiir s < 1 konvergent, fiir s > 1 jedoch nicht.

2) Wegen "madr = [zlnz —z]' = —1 —clne + ¢ und limgelne =0
( . N

€

(wie aus Behauptung 1.10 aus Kapitel 5 folgt) ist fol Inzdx = —1.

(3) f_ll \/1%7 dx konvergiert: Es ist
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1—¢

1

V1—2z2

dx = [arcsin x](l)_g = arcsin(1 — ¢)

0

™

= lim

1—e
1 do —
) A2 T
0

s

Analog fi)l ﬁ dr = 5-

(4) Im Beispiel fol Sin%dx ist der Integrand beschrénkt, aber limg\ o sin%

existiert nicht; daher ist der Integrand nicht Einschrinkung einer auf
[0, 1] erkldrten Regelfunktion.

1

5 ergibt

Die Substitution z =

1

1 [ sint
/sinfdx:/ﬂdt.
T 12

1

&€

Da das Integral floo Sitgtdt konvergiert (z.B. nach dem Cauchy-Kriterium),

ist fol sin 1dx konvergent.







8 Funktionenreihen

In diesem Kapitel wollen wir etwas ausfiihrlicher die Moglichkeit studieren,
Funktionen durch unendliche Reihen darzustellen. Wir hatten schon im An-
schluB an die Taylorformel kurz die Moglichkeit erdrtert, bei beliebig oft
differenzierbaren Funktionen von den Taylorpolynomen zur Taylorreihe iiber-
zugehen. Schon wesentlich frither hatten wir unendliche Reihen benutzt, um
gewisse spezielle Funktionen einzufiihren, zum Beispiel die Exponentialfunk-
tion durch

ok
B T
expxr = g R
k=0

Hierbei ergibt sich unter anderem die Frage, wie man von Eigenschaften der
Reihenglieder auf Eigenschaften der Funktion schliefflen kann. Wir kénnen
zum Beispiel zur Berechnung der Ableitung versuchen, ,,gliedweise“ zu diffe-
renzieren. Formal vorgehend, erhilt man

1 dat = gkt = "
/ _ _ _ — —
P = k!dx_z(k—l)!_z%n!_e}{px'
k=0 n—

Das Ergebnis ist richtig; aber fiihrt ein solches Vorgehen in jedem Fall zum
richtigen Ergebnis? Diese und dhnliche Fragen werden im folgenden beantwor-
tet. Wir betrachten zunéchst allgemein konvergente Folgen von Funktionen
und erst dann spezielle Reihen.

8.1 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir kennen bereits zwei verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfol-
gen, und an diese sei zunéchst erinnert.

Sei (fn)nen eine Folge von reellen Funktionen, die sémtlich denselben
Definitionsbereich D haben. Fiir jedes x € D ist dann (f,,(z))nren eine Folge
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reeller Zahlen, und fiir diese ist ein Konvergenzbegriff wohldefiniert. Wenn
fiir jedes « € D die Folge (fy(z))nen konvergiert, ist durch

f@) = lim fule)  (zeD)

eine neue Funktion f auf D erklirt, die wir als Grenzfunktion der Folge
bezeichnen kénnen.

Definition. Seien f, f,, (n € N) reelle Funktionen auf D. Die Folge (f,)nen
konvergiert (punktweise) gegen f, geschrieben

lim f, =f oder frn—= f (n— 00),

n—oo

wenn lim,_, fn(x) = f(z) fur alle z € D gilt.

Beispiele. (1) Sei D =R und

n xk
fulz) =" T
k=0

Dann konvergiert (fy,)nen gegen exp.

(2) Sei D =[0,1] und
fn(z) = 2™

Dann konvergiert (f,,)nen gegen die durch

@) = {1 fir x =1,

0 fir0<z<l1.

erkliarte Funktion f.

Bei diesem Beispiel fillt auf, dass zwar jede Funktion f,, der Folge stetig
ist, dass aber die Grenzfunktion unstetig ist. Stetigkeit iibertrigt sich also
bei punktweiser Konvergenz i.a. nicht auf die Grenzfunktion. Um den oft
wiinschenswerten Schlufl von der Stetigkeit der Folgenglieder auf die Stetig-
keit der Grenzfunktion zu erméglichen, braucht man einen Konvergenzbegriff,
der schérfer ist als punktweise Konvergenz. Dies ist die bereits in Abschnitt
7.2 benutzte gleichméfige Konvergenz, die wir jetzt etwas allgemeiner defi-
nieren wollen.

Definition. Seien f, f,(n € N) reelle Funktionen auf D, sei D’ C D. Die
Folge (fn)nen konvergiert gleichmdfig in D’ gegen f, wenn gilt

Ve € RT Ing €N Vn>ng Vz e D :|f.(z) — f(z)] < e
Statt ,,gleichméaBig in D“ sagt man kurz ,,gleichmé&fig®.
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Ist ein fester Definitionsbereich D gegeben, so kénnen wir wie frither fiir
Intervalle die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion f : D — R er-
klaren durch

LF1l == sup [f(z)].
xzeD

Dann gilt also (fiir Funktionen f, f,, auf D):

(fn)nen konvergiert gleichméfBig gegen f
sVeeRY IngeNVn>ng:||fo—fll<e
& lim [ f, = f[| = 0.

Man beachte, dass || f, — f|| < € impliziert, dass || f,, — f|| definiert, also f,, — fmn
beschrinkt ist. Es wird aber nicht vorausgesetzt, dass f, f,, beschrankt sind.

Fiir die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen kennen wir das Kriteri-
um von Cauchy. Ein ganz analoges Kriterium gilt auch fiir die gleichméflige
Konvergenz von Funktionenfolgen. Im folgenden liege stets ein fester Defini-
tionsbereich D zugrunde.

Definition. Die Folge (f)nen von Funktionen auf D heifit Cauchy-Folge
genau dann, wenn

Ve € RT Ing €N Vn,m >ng: ||fu — full < e

1.1 Satz. Die Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. ,=*“: Sei (fn)nen gleichmiBig konvergent gegen f. Sei e € RT. Es
gibt ein ng € N mit ||f, — f|| < &/2 fiir n > ng. Fiir alle n,m > ng gilt also

an _me < ”fn _fH + Hf_fm” <g,

wobei die Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm benutzt wurde.

5= Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge. Sei ¢ € R*. Nach Voraussetzung
existiert ein ng € N mit ||f,, — fim|| < € fiir alle n,m > ng. Insbesondere gilt
also fiir jedes x € D

|[fn(7) — fm(2)] <€ fiir n,m > ng.

Die Folge (fn(x))nen ist also eine Cauchy-Folge reeller Zahlen und daher
nach dem gewohnlichen Cauchy-Kriterium konvergent gegen eine Zahl, die
wir f(z) nennen. Da x € D beliebig war, ist damit eine Funktion f: D — R
erklirt. Wir behaupten, dass (f,)nen gleichméBig gegen f konvergiert.



154 8 Funktionenreihen
Sei e € RT und dazu ng wie oben. Fiir beliebiges z € D gilt dann
|[frn(z) = fr(x)] <€ fiir n, m > nyg.
Der Grenziibergang m — oo liefert
|fn(z) — f(z)] <€ fiir n > ng.
Da dies fiir alle € D gilt, folgt || f,, — f]| < ¢ fiir alle n > ny. n

Der folgende Satz riickt die Bedeutung der gleichméfligen Konvergenz ins
rechte Licht.

1.2 Satz. Seien f,, f Funktionen auf D (n € N), sei a € D. Sind alle f,
stetig in a und konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, so ist f stetig in a.

Beweis. Sei e € RT. Es gibt ein m € N mit || f,,, — f|| < /3, also

| fm(z) — f(2)] < % fiir alle z € D.

Da f,, in a stetig ist, existiert ein 6 € R* mit
€
|[fm(z) = frm(a)] < 3 fiir alle z € D mit |z — a| < 4.
Sei jetzt € D und |z — a| < §. Dann gilt

[f (@) = f(@)| < [f(2) = fm (@) + [fm(2) = fm(a)| + |fm(a) — f(a)|

<€+€+5 €
T T |
3 3 3

Bemerkung. Natiirlich kann man nicht umgekehrt schliefen, d.h. wenn
(fn)nen punktweise gegen f konvergiert und alle f,, sowie f stetig sind,
braucht keineswegs die Konvergenz gleichméfig zu sein.

Kann man in Satz 1.2 | stetig® durch , differenzierbar“ ersetzen? Das ist
nicht der Fall.

n

Beispiel. Sei D =R, f,(7) := (/22 + X (n € N) und f(z) := |z| fiir * € R.

Dann konvergiert (f,,)nen gleichmiiflig gegen f, wie aus
2?4 L — g2 1

1
(o)~ 12 = ‘\/xu—@ ratr oL
n NCRT R

folgt. Jede Funktion f,, ist differenzierbar, aber f ist in 0 nicht differenzierbar.
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Es kann auch sein, dass zwar die Grenzfunktion f der Folge (f,)nen dif-
ferenzierbar ist, aber die Folge (f/ )nen nicht gegen f’ konvergiert.

Beispiel. Sei f,(z) = Lsinnz und f(z) = 0 fir z € R. Dann konver-
giert (fn)nen gleichmiBig gegen f, alle f,, sowie f sind differenzierbar, aber
(f1 )nen konvergiert nicht punktweise gegen f’. Es ist ndmlich f (x) = cosnx

und z.B. lim,,_, f;,(0) =1, f/(0) = 0.
Um wirklich Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu koénnen,

braucht man stédrkere Voraussetzungen, z.B. die folgenden:

1.3 Satz. Sei (fn)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. Die
Folge (f!)nen konvergiere gleichmifig, und (fn)nen konvergiere an wenigs-
tens einer Stelle xg € [a,b]. Dann konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen eine
differenzierbare Funktion f und (f))nen gleichmdfig gegen f'.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (fy,)nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € R
gegeben. Nach Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein n; € N mit

|\f7’n—f,’1\|<ﬁ fiir alle m,n > n;.

Da (f,(z0))nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N mit
€ "
| fm(z0) — fn(zo)| < 3 fiir m,n > na.
Sei z € [a,b]. Es ist

[fn (@) = fu(@)] < |(fm — f)(@) = (fm — fo)(@0)] + | fn(w0) = fulwo)]-

Nach dem Mittelwertsatz 2.2 aus Kapitel 6 existiert ein z € [a, b] mit

(fm = fo)(@) = (fm — fu)(@0) = (f1u(2) — fr(2))(z — 20).
Fiir alle m,n > ng := max{ny, no} folgt

€

[ (@) = fa(@)] < 17 (2) = fa(2)ll2 = 20| + 5

3
<|fi = Sl G- )+ 5 <e

Da x € [a, b] beliebig war, folgt || fm — fnl| < € fiir m,n > ng. Also ist (fn)nen
eine Cauchy-Folge und daher nach Satz 1.1 gleichméfig konvergent gegen eine
Funktion f.

Wir zeigen jetzt die Differenzierbarkeit von f. Sei ¢ € [a, b]. Setze
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0 fir x = c.

gn<z>:_{ RO e e elab\ (o

Wegen der Differenzierbarkeit von f,, in c¢ ist g, in ¢ stetig. Wir zeigen
zuniichst, dass (g )nen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ € RT vorgegeben. Nach
Voraussetzung und Satz 1.1 existiert ein ng € N mit

1fr = fall <§ fiir alle m,n > ng.
Sei z € [a,b]. Im Fall x # ¢ ist

(fm — fn)(x) — (fm B fn)(c)

Tr—cC

gm () = gn(x) = = (fm = fn)'(0).

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z € [a, b] mit

(fm - fn)(x) — (fm — fn)(c)

r—cC

= (fm — fn)/(z)
Fiir m,n > ng folgt

lgm (@) = gn(@)] < f7(2) = fo(2)] + |f1ae) = £.(0)]
<2lfr = fall <e

Dies gilt trivialerweise auch fiir © = ¢. Da x € [a,b] beliebig war, ist also
lgm — gnll < e fiir m,n > ng. Also ist (g )nen eine Cauchy-Folge.

Nach Satz 1.1 ist (gn)nen gleichméBig konvergent gegen eine Funktion
g, die g(c¢) = 0 erfiillt und nach Satz 1.2 in ¢ stetig ist. Nun gilt fiir alle

x € [a,b] \ {c}
fn(z) = fnlc)

r—cC

- fvlz(c) = gn(7),
woraus durch Grenziibergang
T 2T i () = gta)
folgt. Wegen lim,, . g(z) = g(c) = 0 folgt
lim fo) = flo) _ lim f!(c).

T—cC xTr—c n—00

Also ist f in ¢ differenzierbar und f'(¢) = lim, 0 f/,(¢). Damit ist die Diffe-
renzierbarkeit von f gezeigt, ferner die punktweise Konvergenz von (f},)nen
gegen f’. Diese Konvergenz ist nach Voraussetzung gleichméBig. [
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8.2 Potenzreihen

Nachdem wir frither Reihen reeller Zahlen und jetzt Funktionenfolgen be-
trachtet haben, ist klar, was allgemein unter einer Funktionenreihe zu verste-
hen ist. Sei (fx)ken, eine Funktionenfolge auf D. Dann verstehen wir unter

>
k=0

die Funktionenfolge der Partialsummen (}"}_, fi)nen, und wir bezeichnen
ZZO:() fr als Funktionenreihe. Ist die Folge punktweise konvergent, so be-
zeichnen wir mit Y2 fi auch die Grenzfunktion. Die Schreibweise

oo
S t="f in D
k=0
bedeutet also definitionsgeméf:
nlgr;O];Jfk(x) = f(z) fiir alle x € D.

Konvergiert die Folge (>, _, fi)nen in D’ C D gleichméBig (gegen f), so
sagen wir, dass die Reihe >"77 ) fx in D’ gleichméBig (gegen f) konvergiert.

Die Begriffe der punktweisen oder gleichméfligen Konvergenz von Rei-
hen sind also nichts Neues gegeniiber den Funktionenfolgen. Auch die Sétze
aus Abschnitt 8.1 gelten natiirlich sinngem$ fiir Funktionenreihen. Neu ge-
geniiber der Folgenkonvergenz ist lediglich - wie schon bei Zahlenreihen - der
Begriff der absoluten Konvergenz. Definitionsgem&fl konvergiert die Reihe
> fr absolut, wenn die Reihe Y | fx| konvergiert.

In Verallgemeinerung von Satz 2.8 aus Kapitel 3 haben wir das folgende
wichtige Kriterium fiir gleichmé#flige und absolute Konvergenz.

2.1 Satz (Majorantenkriterium). Sei fx : D — R, ¢, € RY (k € Ny) gegeben.
Gilt

[ fxll < e fiir alle k € Ny

und ist die Rethe Y - ¢ konvergent, so konvergiert die Reihe Y, o fr ab-
solut und gleichmdfig.

Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢, konvergiert, existiert ein ng € N mit

Z cL <€
k=m
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fur alle m > ng, p € Ny. Fiir diese m, p gilt also

m+p m~+p m—+p m~+p

A S DA ED D IR
k=m k=m k=m k—m

Die Folge der Partialsummen von Y f und die Folge der Partialsummen von
> |fk| sind also Cauchyfolgen und daher nach Satz 1.1 gleichmiifig konver-
gent. ]

<

Das Vorstehende und die Ergebnisse aus Abschnitt 8.1 wollen wir jetzt
anwenden auf den besonders wichtigen Spezialfall der Potenzreihen.

Unter einer Potenzreihe zur Stelle a versteht man eine Funktionenreihe
oo
Z fx mit fi(z) = ap(z — a)* fir x € R,
k=0

wo a € R und (ak)ren, eine Folge reeller Zahlen ist. Hier ist die folgende
ungenaue, aber bequeme Sprechweise iiblich. Man sagt

oo
,die Potenzreihe g ap(z —a)k «
k=0

statt

,die Potenzreihe Z fr mit fy(x) = ap(x — a)k fir z € R «.
k=0

Wir fragen jetzt nach der Menge aller z € R, fiir die eine gegebene Potenz-
reihe

Zak(x—a)k (2.2)
k=0

konvergiert. Auf jeden Fall konvergiert sie trivialerweise fiir x = a (es gibt
Potenzreihen, die fiir kein anderes = konvergieren). Allgemein gibt das Wur-
zelkriterium 2.10 aus Kapitel 3 Auskunft. Nach ihm ist (fiir gegebenes = € R)
die Reihe (2.2) absolut konvergent, wenn

limsup ¥/ |an(z — a)?| = |z — a|limsup V/|a,| <1
n— oo

n— oo
ist, und sie ist divergent, wenn |z — a|limsup,,_,. ¥/|an| > 1 ist.

Zur Vermeidung listiger Fallunterscheidungen schreiben wir R := R U
{—00, 00} und definieren
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—00 <y <00 fir y e R.

AuBlerdem definieren wir é =0 und % = o0, ferner y+o00 = 00, y—00 = —00
fiir y € R. Es sei daran erinnert, dass wir in Abschnitt 3.2 lim sup {/|a,| = oo
definiert hatten im Fall, dass die Folge (§

ap|)nen nicht beschrinkt ist.

Fiir unsere gegebene Potenzreihe setzen wir jetzt
1

=
limsup ¥/|ay,|
n—oo

Dann gilt also: Fiir alle z € R mit |x —a| < r ist (2.2) absolut konvergent,
fiir alle € R mit |x — a| > r ist (2.2) divergent. Das Intervall (a — r,a + 1)
heifit daher Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Wie steht es mit gleichmifliger Konvergenz? Sei (2.2) absolut konvergent
fiir ein xo. Fiir alle z € R mit |z — a| < |zo — a gilt dann

la(z — a)*| < |ax||zo — al® fiir k € Ny,

und die Reihe Y™ |ag||zo — al¥ ist konvergent. Nach dem Majorantenkrite-
rium 2.1 folgt, dass die Reihe (2.2) in [a — |zo — al, a + |xo — a|] absolut und
gleichméBig konvergiert. Wir fassen zusammen:

2.3 Satz. Zu der Potenzreihe
> ap(x —a) (2.4)
k=0

gibt es ein v € R, r > 0, so dass die Reihe (2.4) fir |v — a| < r absolut
konvergiert und fir |x —a| > r divergiert. Die Zahl r heifit Konvergenzradius
der Reihe (2.4) und ist gegeben durch

1

r=————.
limsup {/|a,|

n—oo

Das offene Intervall (a—r, a+r) heifft Konvergenzintervall der Reihe (2.4). In
jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzintervalls konvergiert die Reihe
(2.4) gleichmdfig.

Bemerkung. Achtung! Uber die Konvergenz in den Endpunkten des Kon-
vergenzintervalls wird hier nichts ausgesagt (und LiBt sich auch allgemein
nichts sagen). Es gibt Potenzreihen, die in keinem, einem oder beiden End-
punkten des Konvergenzintervalls konvergieren.

Ferner beachte man, dass i.a. nicht im ganzen Konvergenzintervall gleich-
méfBige Konvergenz vorliegt, sondern nur in kompakten Teilintervallen.
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Beispiel.

— 1
Z k—mxk mit einem m € Ny. (2.5)
k=1

Wegen lim,, o &/n = 1 (vgl. Behauptung 1.11 aus Kapitel 5) ist der Kon-
vergenzradius = 1. Ferner gilt:

fiir m = 0 ist (2.5) divergent in 1 und —1

fiir m = 1 ist (2.5) konvergent in —1, divergent in 1

fiir m = 2 ist (2.5) konvergent in —1 und 1.

Nehmen wir an, die Potenzreihe
> ap(z —a) (2.6)
k=0

habe den Konvergenzradius 0 < r < oo und konvergiere etwa auch noch im
Endpunkt a 4+ r des Konvergenzintervalls. Wir wollen zeigen, dass sie dann
im Intervall [a,a + r] gleichméBig konvergiert. Der Unterschied zur fritheren
Argumentation ist, dass jetzt nicht notwendig absolute Konvergenz vorliegt,
daher ist das Majorantenkriterium nicht anwendbar. O.B.d.A. kénnen wir uns
auf den Fall @ = 0, r = 1 beschréanken, der durch eine einfache Transformation
erreichbar ist.

2.7 Satz. Ist ZZ’;O ax konvergent, so ist Z;io arx® gleichmdiflig konvergent
in [0,1].

Beweis. Betrachte die Restglieder by := Z‘;’;kﬂ a; fir k € Ny. Dann ist
(br)ken eine Nullfolge, und es ist bg_1 — b, = ai. Also ergibt sich fir n > m

n n—1
Z apx® = bpa™tt — bya™ + Z b (2L — k).
k=m+1 k=m+1

Sei ¢ € RT. Es gibt ein ng € N mit |by| < £/3 fiir k > ng. Sei jetzt m > ny,
p € N. Dann gilt fiir beliebiges z € [0, 1]

m+p m+p—1
Z apz®| < D] + [bmp| + Z ‘kaIk—H - $k|
k=m+1 k=m+1
e e e Mt
E € € ko oktl
<3st3ts > @F -2 <e
k=m+1

— Z‘m+1 _ xm+p S 1

Aus dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt jetzt die behauptete gleichméfiige Kon-
vergenz. ]
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Aus Satz 2.7 und Satz 1.2 folgt insbesondere:
2.8 Folgerung. Ist

f(z) = Zakxk fir x € [0,1],
k=0
so ist fin [0, 1] stetig.

Eine durch eine konvergente Potenzreihe dargestellte Funktion ist also
stetig. Allgemein sagen wir, falls

flx) = Zak(x—a)k firze (a—r,a+r) (2.9)
k=0

mit r > 0 gilt, die Funktion f sei durch die obige Potenzreihe dargestellt,
oder sie sei in eine Potenzreihe um a entwickelt.

Wir untersuchen jetzt die Differenzierbarkeit einer derart dargestellten
Funktion. Dazu betrachten wir die durch gliedweise Differentiation von (2.9)
entstehende Potenzreihe

Z kay(x — a)*! (2.10)
k=1

Wegen limsup,,_,, ¥/(n+ 1)|ans1] = limsup,,_,., V/|an| hat sie denselben

Konvergenzradius wie (2.9). In jedem kompakten Teilintervall des Konvergen-
zintervalls (a — r,a + 1) ist also (2.10) nach Satz 2.3 gleichméBig konvergent;
aus Satz 1.3 folgt daher die Differenzierbarkeit von f und die Konvergenz
von (2.10) gegen f’. Auf f’ kann man natiirlich wieder denselben Schlufl
anwenden, usw. Auf diese Weise erhalten wir den folgenden Satz:

2.11 Satz. Se:
f(x):Zak(x—a)k firze (a—rya+r)

mit positivem Konvergenzradius r. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und
firn € N gilt

FO(x) = k(k=1)- (k= n+ Dap(e —a)* 7,
k=n

wobei die rechts stehende Reihe denselben Konvergenzradius r hat. Speziell
151

_ /()

n!

an
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Die letzte Aussage zeigt insbesondere, dass zwei verschiedene Potenzrei-
hen (zur selben Stelle a) nicht dieselbe Funktion darstellen kénnen. Mit an-
deren Worten: Aus

Zak(x —a)k = Zbk(x —a)*
k=0 k=0

mit Konvergenz in einem Intervall um a folgt a, = by, fiir k € Ny (Eindeutig-
keitssatz fiir Potenzreihen).

Taylorreihen

Wir haben eben gezeigt: Wenn die Funktion f durch eine (in einer Umgebung
von a konvergente) Potenzreihe um a dargestellt wird, so ist diese gegeben
durch

4k (g
o) =3 W oy,

!
= K

Hier sei kurz an Abschnitt 6.3 erinnert: Ist f in einer Umgebung von a beliebig
oft differenzierbar, so hatten wir die Reihe

(k) (g
ka()(x_a)k

k!
k=0

als die Taylorreihe von f zur Stelle a bezeichnet. Wenn also f iiberhaupt
durch eine Potenzreihe um a dargestellt werden kann, dann nur durch die
Taylorreihe. Im konkreten Fall kommt es also darauf an, den Konvergenz-
radius der Taylorreihe zu ermitteln. Ist er positiv, so folgt aber allein daraus
noch nicht, dass die Taylorreihe gegen die Funktion konvergiert, wie ein Bei-
spiel in Abschnitt 6.3 zeigte. Um zu zeigen, dass eine gegebene Funktion
im Konvergenzintervall wirklich durch ihre Taylorreihe dargestellt wird, mufl
man also entweder zeigen, dass das Restglied gegen Null konvergiert, oder,
falls dies nicht gelingt, auf andere Weise schlieffen. Hierfiir im folgenden ei-
nige Beispiele. Fiir die Abschétzung des Restgliedes haben wir die durch die
Taylorformel gegebenen Darstellungen zur Verfiigung: Wird

k) (g
1@ =3 D a4 Ren)
k=0 ’

gesetzt (und ist f auf einem Intervall definiert), so gilt nach Satz 3.2 aus
Kapitel 6

Fr D (e)

(n+1)! (=)™

Rn+1(33) =
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mit einem (von n und z abhingenden) ¢ zwischen a und x, und nach Satz
3.3 aus Kapitel 7 gilt

Rua(a) = / SO @)@ — by dt.

In manchen, aber nicht in allen Féllen kann man hiermit die gewiinschte
Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Wir wollen als Beispiele die Taylorreihen fiir einige der im Kapitel iiber
spezielle Funktionen betrachteten Funktionen untersuchen. Fiir die Funktio-
nen exp, sin, cos wurde (fiir @ = 0) bereits frither gezeigt, dass das Restglied
gegen Null geht.

Wir betrachten die Logarithmus-Funktion. Als Entwicklungsstelle kommt
nur ein Punkt des Definitionsbereiches RT in Frage. Wir wihlen a = 1. Fiir
f = In beweist man leicht durch vollstdndige Induktion

fO2) = (1) —1)1a7F,  (keN)

speziell f®)(1) = (—=1)*=1(k — 1)!. Die Taylorreihe zur Stelle 1 lautet also
0 —1)k-1
> e

k=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1; sie stellt also in (0,2)
eine Funktion g dar. Eine Abschéitzung des Restgliedes stoft auf Schwierigkei-
ten: Da man nichts iiber ¢,, weif; kann man nicht ausschlielen, dass ¢, = 1/2
fiir alle n ist. Wegen

1" (-1 n+1
Ruafe) = S

wiirde dann aber fiir 0 < z < 1/2 gelten:

r—1

‘>1,
Cn

also R,y1(x) # 0. Man kann aber auf andere Weise leicht zeigen, dass ¢ in
(0,2) mit der Funktion In ibereinstimmt. Dazu differenzieren wir die Funktion
In —g: Es ist

1

= _ 1
—z::l(—l)k 1($—1)k 125_m:0.

8|

In'z —¢'(z) =
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Die Funktion In —g ist also in (0,2) konstant; da sie an der Stelle x = 1 gleich
Null ist, ist sie tiberall Null. Damit ist

= ()

lnx:Z

k=1

(x —1)* fir z € (0,2)

gezeigt. Die rechts stehende Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium
auch fir x = 2. Da die dargestellte Funktion nach Folgerung 2.8 (passend
transformiert) in 2 noch stetig ist, stimmt sie dort mit In2 tiberein. Wir
konnen das Ergebnis auch in der Form

(D "
ln(l—i—:v)zzix fir —1<2x<1

k
k=1

schreiben.

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Funktion f = arctan, die wir in
eine Potenzreihe um 0 entwickeln wollen. Zur Berechnung der n-ten Ableitung
an der Stelle 0 kann man den Ansatz

P, (x)

(n)(g) = )
f () (1+.’L’2)n

machen und findet fiir P,, eine Rekursionsformel, aus der sich herleiten 148t,
dass

JE(0) =0, FEH(0) = (~1)"(20)!

ist. Die Taylorreihe der Funktion arctan lautet also
$ 0
= 2k+1

Der Konvergenzradius ist offenbar 1. Sei f die in (—1, 1) dargestellte Funkti-
on. Es gilt

F@) =3 (-1 =

k=0

o2 = arctan’ z,
x

ferner f(0) = 0 = arctan 0. Also ist f(x) = arctanz. Wir haben also

. z3 N 2’
arctanx = — — + — — — + ...
3 5 7
_ — (—1)* 2k+1 :
= E 2k+1a: in (—=1,1).

=0
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Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe auch fir x = 1 und
x = —1. Nach Folgerung 2.8 ist die dargestellte Funktion dort stetig, stimmt
also mit der Funktion arctan iiberein.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Potenz = +— x® betrachten.
Als Entwicklungsstelle wihlen wir ebenfalls 1, aber es schreibt sich bequemer,
die Funktion z — (1 + z)® zu nehmen und um 0 zu entwickeln. Fiir f(z) =
(14 z)* (z > —1) berechnet man

fPa)y=ala—=1)--(a —k+1)(14z)*F

Zur iibersichtlicheren Schreibweise wollen wir wie frither den Binomialkoeffi-

zienten (?:) erklidren durch

<z> _a(a—l)-~l;:!(a—k+1)

Dann ist die Taylorreihe der Funktion f zur Stelle 0 gegeben durch
> (5)*
k=0

Im Fall a € Ny sind fast alle Koeffizienten 0, es liegt also ein Polynom vor.
Wir setzen jetzt o ¢ Ny voraus.

Aus dem Quotientenkriterium 2.9 aus Kapitel 3 folgt sofort, dass der
Konvergenzradius gleich 1 ist. Die Reihe stellt also in (—1,1) eine Funktion
g dar. Setzen wir

= ﬂ ur — T
h(zx) := 0+ f l<z <1,
so gilt
W (z) = g (@) (1+2)* — g(x)a(l + )t _ g (x)(1+z) — ag(x)
(14 z)2e (14 z)ot! ’
Nun ist
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also ' = 0 und daher h = const. Wegen h(0) = 1 folgt

(l—i—x)o‘:Z(Z)xk fir —1<z<l.

k=0

Man nennt diese Reihe auch die ,,binomische Reihe“. Das Konvergenzverhal-
ten an den Stellen 41 ist etwas schwieriger zu beurteilen:

Bemerkung. Sei a € R\ Ny. Die binomische Reihe Y~ (%)™ ist fiir

n=0 \n

‘ nr=1 ‘inx:—l

a >0 |konvergent|konvergent
—1 < a < O|konvergent| divergent
a < —1 | divergent | divergent

8.3 Fourierreihen

Ein wichtiger Typ von Reihenentwicklungen wird gegeben durch die Fourier-
reihen. Fourier war Physiker, und wir wollen zunéchst kurz die physikalische
Fragestellung, bei deren Behandlung Fourier (1807) erstmals die heute nach
ihm benannten Reihen verwendete, heuristisch erlautern.

Fourier befafite sich mit Problemen der Wéarmeleitung in homogenen Me-
dien. Als besonders einfaches (idealisiertes) Wirmeleitungsproblem betrach-
ten wir einen geraden Stab der Lénge [, den wir als ,,unendlich diinn“ anneh-
men. Seine Punkte kénnen also durch eine Koordinate x beschrieben werden,
die das Intervall [0,1] durchlduft. In diesem Stab herrsche an der Stelle  zur
Zeit t > 0 die Temperatur T'(z,t). Wir nehmen an, die beiden Enden des
Stabes wiirden von auflen stindig auf der Temperatur Null gehalten, und
im {tibrigen sei der Stab vollkommen isoliert. Zur Zeit t = 0 herrsche eine
bekannte Temperaturverteilung, gegeben durch eine Funktion f : [0,{] — R.
Von der Temperaturverteilung T'(x,t) ist also bekannt, dass

T(z,0) = f(z) fiir z € [0,1]
und
T(0,t) =T(,t)=0  firt >0

ist. Im Lauf der Zeit werden sich nun auf Grund der Wérmeleitung die Tem-
peraturunterschiede ausgleichen. Die Frage ist, welche Temperaturverteilung
zu einer Zeit t > 0 herrscht, also wie man die Funktion T'(z,t) aus der An-
fangsverteilung T'(x,0) berechnen kann.
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Physikalische Grundannahmen und Uberlegungen fithren zu der Folge-
rung, dass die Funktion T' (unter, wie iiblich, geeigneten Differenzierbarkeits-
annahmen) der partiellen Differentialgleichung

or o*T
ot~ Moz
geniigen muf}, wobei u > 0 eine Materialkonstante ist. Wir stellen nun
zunéchst die Frage der Anfangsverteilung zuriick und suchen allgemeiner eine
Losung ¢ : [0,1] x [0,00) — R des Problems

dp 9% B B

Um spezielle Losungen zu finden, kann man untersuchen, ob es Losungen der
Form

p(x,t) = h(t)g(x)
gibt (,,Separationsansatz®, ,, Trennung der Verénderlichen*). Hierzu muf} we-

gen

% _Wel), 0L =ning' @)

also

sein. Da die linke Seite nicht von = und die rechte nicht von ¢ abhéngt, handelt
es sich um eine Konstante c¢. Somit werden wir auf die Gleichungen

h'(t) = ch(t),
g (x) = cg(x)
gefithrt. Die erste Differentialgleichung 148t sich sofort 16sen:
h(t) = be
mit einer Konstanten b. Bei der zweiten ist die Randbedingung

9(0) =g(l) =0

zu beriicksichtigen. Es liegt daher der Ansatz g(x) = sinaz nahe. Die Dif-
ferentialgleichung ist erfiillt, wenn al = k7 mit ganzzahligem k ist. Fiir die
Konstanten ergibt sich also
km k22
a=—, c=—

l 12
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Insgesamt erhalten wir, dass bei beliebigem k£ € N durch

uk2 2 kmx
or(z,t) = bee” " 'sin -

mit by = const. eine Losung des Problems (3.1) gegeben ist.

Natiirlich kann hierdurch i.a. noch nicht die gesuchte Temperaturverteilung
T(x,t) gegeben sein, denn es sollte ja T'(x,0) eine vorgeschriebene Funktion
f(z) sein. Wir erhalten aber

k
vk (x, 0)—bksm$

also fiir jedes k eine sehr spezielle Funktion.

Nun beachte man aber, dass unser Problem ,linear“ ist. Dies hat zur
Folge, dass die Summe von Losungen auch eine Lésung ist, also ist durch

. 2.2, k
)= enet) = Zbke i
k=1

(n € N) ebenfalls eine Losung gegeben. Fiir diese Losung ist

Z by sin —— kmr

und im allgemeinen wird es immer noch nicht méglich sein, die Zahl n und
die Koeffizienten by so zu wéhlen, dass ¢(x,0) = f(z) ist. Hier setzt nun
Fouriers entscheidende (und damals kiithne) Uberlegung ein. Er geht davon
aus, dass man die weitgehend willkiirliche Funktion f durch die unendliche
Reihe

Z by sin —— km

darstellen kann, wenn man die Koeffizienten by geeignet bestimmt. Alsdann
setze man

Zbke k; tskax

Wenn die obere Reihe fiir jedes x € [0, ] absolut konvergiert, dann nach dem
Majorantenkriterium auch die untere. Die , Anfangsbedingung” T'(z,0) =
f(z) (fir € [0,1]) und die ,Randbedingung®* T'(0,t) = T'(I,t) = 0 (fiir
t > 0) sind dann erfiillt. Falls es erlaubt ist, die Reihe gliedweise zu dif-
ferenzieren (einmal nach ¢, zweimal nach z), erhilt man, dass T auch der
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vorgeschriebenen partiellen Differentialgleichung geniigt. Das Problem der
Temperaturverteilung ist damit als gelost anzusehen.

Der springende Punkt bei dieser Argumentation ist natiirlich die Frage,
ob es moglich ist, eine gegebene Funktion f : [0,!] — R mit f(0) = f(I) =0
darzustellen als Reihe der Form

knax

f(x) = Zbk sin -
k=1

Mit einer Variante dieser Fragestellung befassen wir uns im folgenden. Es
bedeutet dabei keine Einschrankung der Allgemeinheit, | = 7 anzunehmen.
Andererseits soll die Voraussetzung f(0) = f(I) = 0 fallengelassen werden,
und wir fragen allgemeiner nach der Entwicklungsmoglichkeit in Reihen der
Form

(o)
% + ;(ak cos kx + by, sin kz).

Es ist bequem, Funktionen zu betrachten, die auf ganz R definiert sind. Wenn
eine solche Funktion durch die obige Reihe dargestellt wird, ist f(x 4 27) =
f(z) fiir € R. Funktionen mit dieser Eigenschaft nennen wir 2w-periodisch.

Wir nehmen nun an, fiir eine gegebene Funktion f : R — R existiere in
der Tat eine Darstellung der Form

a > .
flx)= 50 + ;(ak coskx + b sinkzx), z € R,

wobei die Reihe sogar gleichméfig konvergent sei. Dann lassen sich die Ko-
effizienten ay, by folgendermaflen berechnen. Multiplikation mit cos max und
Integration iiber [0, 2] (beachte, dass f wegen der gleichmiifiigen Konvergenz
stetig ist) ergibt

2w

/ f(z) cosma dx

0
27 2w

= %/cosmxdx—k/z:(ak cos kz + by sin kx) cos mx dx.
4 k=1

Die rechts stehende Reihe ist ebenfalls gleichmifig konvergent (némlich gegen
f(z) cosma; beachte ||fg|l < I£Illgll), darf also nach Satz 2.4 aus Kapitel 7
gliedweise integriert werden. Es ist also
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27

/ f(z) cosmaz dx

0

27 5o 27 27
ap .
=5 /cosmm dx + g ak /coskxcosmx dx + by, /smkxcosmxdm
0 k=1 0 0

Nun findet man leicht durch partielle Integration:

27 27
/coskxcosmxdz:/sinkxsinmxd:c:() fiir k #m
0 0

27

/sin kx cosmx dz = 0,

0

2m 2m

/COSzkxd(E:/SiI’IQk{Ed{E:W fiir k > 1.

0 0

Damit erhilt man
1 27
ap = f/f(x)cosk:xdx fiir k € No.

s
0

Ganz analog beweist man
1 27
bsz/f(a:)sink‘xdx fiir k € N.
Y
0

Man bezeichnet nun ganz allgemein fiir jede 27-periodische Funktion f und
fiir k € Ny die Zahlen

2m
ai = — [ f(x)coskxdx,
T
0
1 27
b = — /f(:c) sin kx dzx,
T
0

(k € Np) falls diese Integrale existieren, als die Fourierkoeffizienten von f
und nennt die Funktionenreihe

o0
% + ;(ak cos kx + by sin kx)
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die Fourierreihe von f. Dabei ist (analog wie bei Taylorreihen) nichts dariiber
ausgesagt, ob diese Reihe iiberhaupt (und fiir welche z bzw. in welchem
Sinne) konvergiert und ob sie im Konvergenzfall gegen f(z) konvergiert. Die
Beantwortung dieser Fragen erfordert eingehendere Untersuchungen.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir aber die hier sehr zweckméfige
komplexe Schreibweise einfiihren. Es ist ja

. 1 . A , .
e = cosx +isinz, cosx = 5(6” +e '), sine = — (' —e ).
Damit ergibt sich fiir k € Ny

1 . . P _
ay coskx + by sinkx = ay, - 5(6““ + e kTy _ . - %(em — e tke)
1 . ikx 1 : —ikx

= i(ak — by ) e 4+ §(ak + iby)e

_ Ckezkx + C,ke_lkx

mit

DO —

. 1 ,
C = f(ak — Zbk), C_f = §(ak + Zbk>7

also fiir n € N
a0 4 En (ay cos kx + b sin kx)
2

=1
n

=co+ (Ckezkz_’_cikefzka:)
k=1

— E Ckeikx

k=—n

=

Die Folge (>__., cke““)neN kiirzt man ab mit

§ Ckeikx

k=—o0
Dies ist also ebenfalls die Fourierreihe von f, nur in komplexer Schreibweise.
Es ist weiter zweckméfig, auch komplexwertige Funktionen f : R — C
zuzulassen. Jede solche Funktion 148t sich eindeutig darstellen in der Form

f = u + iv mit reellen Funktionen w,v. Man definiert dann (falls v und v,
eingeschrinkt auf [a, b], Regelfunktionen sind)

b b b
/f(ﬂf) dx 5=/u(33) dm—i—i/v(x) dz.
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Mit dieser Konvention ist fiir kK > 0

1 )
C = i(ak — Zbk)

27
1
= */f(z)(coskx—isinkx) dx
27
0
27
= i/f($)67ikw dx
o
0
und
27
_1( —I—'b)—i/f()““d
C—k—2ak Zk_27r z)e T,
0
somit
1 27
Cr = g/f(iv)e_“” dr  fic k € Z.

0

Wir wollen hier auch komplexwertige Funktionen f zulassen, erkliren dann
die Fourierkoeffizienten ¢, von f durch diese Gleichung (falls die Integrale
existieren) und nennen die Reihe

die Fourierrethe von f.

Die Konvergenztheorie der Fourierreihen wird dann besonders einfach
und iibersichtlich, wenn man nicht nach der (i.a. selbst bei stetigen reellen
Funktionen nicht vorliegenden) punktweisen Konvergenz fragt, sondern nach
Konvergenz in einem schwécheren Sinne. Mit dieser auch fiir Anwendungen
wichtigen Konvergenz wollen wir uns hier befassen.

Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir betrachten die Menge V' der Funktionen f : R — C mit f(z+27) = f(x)
fir z € R und der Eigenschaft, dass Real- und Imaginérteil von f, einge-
schréankt auf [0, 27], Regelfunktionen sind. Offenbar ist V' (mit den {iblichen
Verkniipfungen) ein Vektorraum iiber C.



8.3 Fourierreihen 173

Definition. Fiir f,g € V sei

2w

(19) = 5= [ S@ig s

0
Die komplexe Zahl (f, g) heiit das Skalarprodukt von f und g.

3.2 Satz. Die Abbildung {-,-) : V x V — C hat die folgenden Eigenschaften
(fir f,g,h € V und A € C):

(1) {f+g,m) = (f; )+ (g, 1)

(
(2) (f.g+h) = {f,g)+ (f,h)
(3) <)‘fﬂ >_)‘<f7 >
(4) (f,Ag) = X[, 9)
(5) (g, f) = (f, >
(6) (f.f) >0 (dh. (f,f) €R und >0)
(7) L9 <, )9, 9)

(8) \/<f+g7f+g> <V +V{9,9)-

Beweis. (1) — (6) folgen unmittelbar aus der Definition; bei (6) beachte man
= |f|?> > 0. Wegen (6) sind die Wurzeln in (8) im Reellen erklirt.

(7) Nach (6) gilt fiir f,g €V und A € C

(f+Xg, f+Ag) >0,

also unter Verwendung von (1) — (5)

(F, 1)+ X, 9) + Mf. 9) + Mg, 9) > 0.

Ist (g,g) # 0, so kann man

einsetzen und erhilt die behauptete Ungleichung. Ist (g, g) = 0, so setze man
A = —n{f,g); es folgt [(f,g)|*> < 1/2n{f, f), also (da n € N beliebig ist)

(gl <0=1(f.F)g,9)
(8) Aus (7) folgt

Re(f,9) < [(f, ) < V{f, F){9,9),

also
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)+ {9+ (f,9)+ (9,9
= (f, f) +(9,9) + 2Re(f, 9)

)+ 9.9 +2v{f, f){g,9)
= (VN + @gﬁa

woraus (8) folgt. n

Definition. Fir f € V ist

[fll2 ==V {f, f)

die Lo-Norm oder Hilbert-Norm von f.

Die Ungleichungen (7) und (8) aus Satz 3.2 schreiben sich damit in der
Form

[(F. ) < 1 N2llgll

(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

I+ gllz <11 £ll2 + llgll;

letzteres ist die Dreiecksungleichung fiir die Lo-Norm.

Wir erinnern uns daran, dass wir schon frither Konvergenz im Sinne einer
Norm erklart hatten, und definieren:

Definition. Seien f, f,, € V (n € N). Die Folge (f,,)nen heifit konvergent im
quadratischen Mittel (oder konvergent in der Lo-Norm) gegen f, wenn

lim |[f = full2=0

n— o0

ist.

Die Bezeichnung ,,im quadratischen Mittel“ ist naheliegend wegen

27
15 = 5l = o [ 17(e) = fufo)? o
0

der rechts stehende Ausdruck 148t sich als Mittelwert der quadratischen Ab-
weichung von f und f,, ansehen. Man beachte, dass eine im quadratischen
Mittel konvergierende Funktionenfolge nicht punktweise konvergent zu sein
braucht.
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Wir betrachten jetzt speziell die durch
ikx

ep(z):=e

definierten Elemente e, € V (k € Z) und berechnen (ey, e,,,). Nach Definition
ist

2 o
L 1 [,
<€k,6m> - /ezkxezmx der = — /ez(kfm)x dx
2 o7
0 0
1 2m o
=5 /cos(k—m)xd:ﬂ—i—i/sin(k—m)xdx
™
0 0
)1 fir k = m,
T lo fiir k£ m.

Allgemein nennt man zwei Elemente f,g € V mit (f,g) = 0 orthogonal, und
eine Folge (bg)xez in V heifit Orthonormalsystem, wenn

1 fir k =m
<bk’bm> = ..
0 fir k #m

ist.

Im folgenden sei jetzt zuniichst ein beliebiges Orthonormalsystem (bg)xez
gegeben. Ist f € V', so nennt man die durch

cx = (f, bx)

definierten komplexen Zahlen die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des
gegebenen Orthonormalsystems. Die frither definierten speziellen Fourierko-
effizienten sind also genau diejenigen beziiglich des speziellen Orthonormal-
systems (eg)rez. Die Reihe

D> cub
keZ

nennt man die Fourierreihe von f beziiglich des Orthonormalsystems (by)rez.

Sei jetzt f € V gegeben, und seien a_,,, . . . , a,, beliebige komplexe Zahlen.
Wir wollen

Hf— > by

k=—n

2
2
berechnen und aus dem Ergebnis wichtige Folgerungen ziehen. Es ist (Sum-
mation jeweils von —n bis n)
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Hffzoékbklr = <f*204kbkaf*zo‘jbj>
Zak bk, Za] f, <Zakbk,2a] >

<Zakbk’zajbj> Z@k@] b, b; Zakak

Ferner ist

Z ek — ag® = Z(Ck — oy)(Ck — ag)
= cklr— Y okGr— »_Gkck + Y okl

Damit ergibt sich

7= S ot = 1513 = S el + 3 e — onl?

Hieran lesen wir folgendes ab:

(1)

Il f— > r__, arbkl|3 wird genau dann minimal, wenn ay = ¢ fiir k =
—n,...,n) ist. Dies ist also eine Kennzeichnung der Fourierkoeffizienten
durch eine Extremaleigenschaft: f wird durch eine Linearkombination
der Vektoren b_,,...,b, im Sinne der Lo-Norm genau dann am besten
approximiert, wenn man als Koeffizienten die Fourierkoeffizienten wahlt.

Wihlen wir jetzt o = ¢, so lautet die obige Gleichung

13- > |ck|2—Hf 3 e

k=—n k=—n

i

und dies ist > 0. Es folgt die Konvergenz der Reihe EZOZ
Ungleichung

lex|? und die

— 00

o0

Y el < I£I15-

k=—o00
Genau dann gilt hier das Gleichheitszeichen, wenn

n

f= Z Crb

k=—n

lim =0
n—oo

ist.
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Wir fassen die erhaltenen Ergebnisse zusammen und ergénzen sie durch einige
neue Bezeichnungen.

3.3 Satz. Sei (bk)kez ein Orthonormalsystem in V', sei f € V, und seien
ek = (f,br), k € Z, die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des Orthonor-
malsystems (by)kez. Dann gilt

Z ler]? < |1 f112 (Besselsche Ungleichung).

k=—oc0

Genau dann konvergiert die Fourierreihe von f im quadratischen Mittel gegen

f, d.h. es gilt

n
lim |If ~ > abi|| =0,
k=—n 2
wenn
Z lekl? = || f1I3 (Parsevalsche Vollstindigkeitsrelation) (3.4)
k=—o00

gilt. Das Orthonormalsystem (by)kez heifit vollstindig, wenn (3.4) fir jedes
fev gilt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen kehren wir zum speziellen Ortho-
normalsystem (ey)rez zuriick und zeigen:

3.5 Satz. Das Orthonormalsystem (ey)rez ist vollstindig.

Fiir jede Funktion f € V konvergiert also die Fourierreihe

o0

E Ck ezkm

k=—o00

27
1 .
= — /f(m)e_”” dx
27
0

im quadratischen Mittel gegen f(z), d.h. es ist

2 2

lim dr =20
n— o0
0

f(l‘)— Z ckeikm

k=—n
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oder, anders geschrieben,
lim [|f — Su[f]ll2 =0,
n— oo

wenn wir (wie auch im folgenden) mit

Splf] == Z cpett®

k=—n

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f bezeichnen. Nach Satz 3.3 ist
dies gleichwertig mit

00 2m
>l = 5= [ 1@ da. (3:6)
k=—o00 0

von Satz 3.5 bzw. (5.6). Zum Beweis von (3.6) nehmen wir zunichst f von
einer sehr speziellen Gestalt an. Sei 0 < a < b < 27 und

1 fir a <z <0,
f(x) = )
0 fir0<z<aund b <z <27,

im iibrigen sei f(z +27) = f(z). Fiir die komplexen Fourierkoeflizienten von
f erhalten wir

27
1 b—a
co = g/f(m)dx— o
0
und fiir k£ # 0
7 1 [=1 b
—ikx L —ikx ? —ikb —ika
- dr = — | — v
o 27r/f(x)e v 27r[ik€ L 2k e,
0
also
a2 = 1—cosk(b—a)
R 2mw2k2
Somit ist

> , (b—a)? 1 1 1 < cosk(b—a)
Dl =Tt e el

k=—o00 k=1 k=1

Zur Berechnung der letzten Summe folgt eine langere Zwischenrechnung.
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Behauptung.

8

- fir 0 < x < 2m.

k=1

Beweis.

n n 2n
1+2 E coskt = E ekt = g=int E ekt
k=1 k=—n k=0

: ) 1 ; 1
- e—int ez(2n+1)t -1 ez(n+§)t _ e—z(n+§)t

- TR
. 1
sin(n + 5)t
=—F2"
sin §t
also

sin n+ 1
Zcoskt —_ ) - —.
2sin 5t 2

Integration von 7 bis x ergibt

x

" sinkx sin(n + 1)t T—T
> = — 2 dt — )
k 2sin 5t 2

k=1

s

179

Fiir n — oo konvergiert das Integral gegen 0, da die Fourierkoeffizienten einer

Regelfunktion wegen der Besselschen Ungleichung gegen 0 konvergieren.

Behauptung. Fiir § € (0,7) ist die Reihe Y ;- | sinkz/k gleichm#Big kon-

vergent in [d, 27 — d].

Beweis. Setze

= i:sin kx =Im <i: e““”) .
k=1

k=1

Fir 6 <z <27 —§ gilt

" ) einz_l
e <[5 = o] | S
< 2 1 < 1
= o _ -2 78111%_5111%'
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Fiir m > n > 0 folgt

m

sin kx sk(x) — sp—1(x)
Z E | Z A
k=n k=n
= 1 1 Sm()  Sp—1(x)
_;sk(x)<k k—|—1>+m—|—1 n
U SIS N SR DS A DI
“sind\n m+1 m+1 n) nsind’
Nach dem Cauchy-Kriterium 1.1 folgt die gleichméBige Konvergenz. (]
Behauptung.

Oocosk‘xi T—T 2722 i € [0, 2]
2 i 5 13 iir @ ,27].

Beweis. Setze F(x) := Y po, coskx/k?. Diese Reihe ist nach dem Majo-
rantenkriterium gleichméflig konvergent. Fiir beliebiges § > 0 ist die Reihe
— > i sinkx/k auf [6, 2 — §] nach der 2. Behauptung gleichmé#Big konver-
gent. Nach Satz 1.3 und der 1. Behauptung folgt

2
F'(z) = 7T also F(x) = (x W) +c.
2 2
Nun ist
2
3
/F(x)dxz E+27rc,
0

und dies ist andererseits nach Satz 2.4 aus Kapitel 7

27 00 k- o 1 27
:/ Colzizxdxzzﬁ/coskmdxzo.
ok k=1 3

=1

Also ist ¢ = —7{—;, womit die 3. Behauptung bewiesen ist. ]

Jetzt kénnen wir unsere oben begonnene Rechnung fortsetzen und erhal-
ten

> b-a)? 1 72 1 (b—a-m 2+i w2
w2 12

2 f— PSSR AU —
k_z_oo lexl” = 42 + 2 6 2 2
b—a

_ — [ f2
=22 =171
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Die Gleichung (3.6) ist fiir diese spezielle Funktion f also bewiesen.

Nun sei f : [0,27] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es endlich viele
Funktionen fi,..., f, der oben betrachteten Art und reelle Zahlen aq, ..., a,
mit f = 25:1 a; f;. Allgemein sei mit S,,[g] die n-te Partialsumme der Fou-
rierreihe von ¢ bezeichnet, also

Snlg)(z) == Z ck[g]eilm7 cklg) == %/g(x)e—im de.
k=—n J

Dann gilt

1 = Salfllz = [ 3 s = Y asSalfil|
< alllfs = Sulfillz =0 fiir n— oo

nach dem bereits Bewiesenen und Satz 3.3.

SchlieBlich sei f : [0,27] — R eine Regelfunktion. Zu ¢ € R™ existiert
eine Treppenfunktion ¢ auf [0, 2] mit |f(z) — t(x)| < /2 fiir x € [0, 27]. Fiir
g := f —t folgt

n e 2
lg = Sulallly = gll3 = > lexlall® < llgll3 < (5) -

k=—n

Nach dem bereits Bewiesenen existiert ein ng € N mit ||t — S, [t]]|2 < €/2 fiir
n > ng. Fiir n > ng gilt also

1S = Sulflll2 < llg = Salglllz + It = Sult]ls < = + = =e.

2 2
Somit ist
lim [|f = S, [f][]2 = 0.
n—oo
Die Ausdehnung auf f € V ist jetzt trivial. [

Gegeniiber der Konvergenz im quadratischen Mittel ist die Beurteilung
der punktweisen Konvergenz einer Fourierreihe wesentlich schwieriger. Selbst
fiir stetiges f braucht die Folge (S,[f])nen der Partialsummen der Fourier-
reihe von f nicht punktweise gegen f zu konvergieren. Erstaunlicherweise gilt
aber, dass die arithmetischen Mittel dieser Partialsummen sogar gleichméfig
gegen f konvergieren, wie der folgende Satz zeigt.

3.7 Satz (Fejér). Ist f : R — R 27w-periodisch und stetig und wird

oalf] = ~(Solf] + -+ Sual)

gesetzt, so konvergiert die Folge (on,[f])nen gleichmifSig gegen f.
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Beweis. Es ist

n 27
Sn[fl(z) = Z %/f(t)e_ikt dt | etk
0

k=—n

2
1 LI
o [f0 Y et ar
Y8
0

k=—n
1 27
_ ﬂ/f(t)Dn(m—t) dt
0
1 s

mit
n

D, (x):= Z etk

k=—n

Wir bemerken

und
(eim _ 1)Dn(.%‘) — ei(n-{—l)m _ pinT,

Multiplikation mit e~ ergibt

Sln§
Setze
Fn :7(D0+' +Dn—1)7
dann ist
27
1
—/Fn(x) de =1
2
0

und

= — / flx —t)D,(t)dt [Substitution und Periodizitiit]
™
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k=0 2
Aus
n-l n—1
i ir iz mr __ 1
Z eilk+3)e — % etk _ o e _
ez _ 1
k=0 P
o einac —1 __cosnr — 1+ isinnz
et e ¥ 2isin £
folgt
S 2 nx
Zsm (k+1> v = 1—C.Os$na: _ sin ?7
k=0 2 2sin sin 5
also
conx\ 2
Fu(r) = ~ (S{ng)
n sin 5
Nun ist
n—1 1 1 nei . .
m[f](@zZESk[f](x):E ﬂ/f(x—t)Dk(t)dt
k=0 =)
1 T
= o [ fa-om0a,
also
|f(x) — onlf](2)]
T 27T
1 1
= |57 [ Pyt (@)= 5o [ Jla = OF()di
2 o

J J
<5 [ 10— 0 - f@)Fate) dr

Zu gegebenem ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit § < 7 und
fla—t—fla) e fir ] <o,
da f nach Satz 3.5 aus Kapitel 4 gleichméBig stetig ist; ferner ist

lflx —t)— flx)| <M fiir alle z und ¢

183
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mit passendem M. Es folgt
[ 15 =0~ s di

- / o —t) — f(@)|Falt) dt + / @ — ) — f(2)|Falt) dt

[t]<d [t|>0
2
1 sin%t M 27
§E+M/n|:sint dtﬁ&f‘i’giéz
[t|>6 2 (Slné)

Fiir n > ng mit passendem ng ist der letzte Summand kleiner als €, also ist
|f(z) — on[fl(z)| < e fir n > ny. m

Wir wollen an den Satz von Fejér noch zwei Bemerkungen anfiigen.

Zunéchst soll noch einmal kurz das Wesen der dort verwendeten Summie-
rung herausgestellt werden. Fiir eine Reihe

bildet man die Mittel der Partialsummen, also

_ S0+ Ss1+ -+ Sy
" n+1
ao + (ap +a1) + (ap + a1 +ag) +---+(ap + a1 + - +an)
n+1
n n—1 1
a

ey

:Z 1— Q.
k—o( n+1

Gegeniiber der Bildung der Partialsumme ), _, a, werden hierbei also die
Summanden a; mit Gewichten versehen, die von n abhingen und mit &
abnehmen.

:a0+

Qn

Sodann wollen wir darauf hinweisen, dass man aus dem Satz von Fejér
leicht einen wichtigen Satz iiber die gleichméfiige Approximierbarkeit stetiger
reeller Funktionen durch Polynome herleiten kann.

3.8 Satz (Approximationssatz von Weierstrafl). Sei g : [a,b] — R stetig und
e > 0. Dann existiert ein Polynom P mit

lg(xz) — P(x)| <e  fir alle x € [a,b].
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Beweis. O.B.d.A. sei a = —1 und b = 1. Setze
flg) ==glcosp)  fir —m<p<m

und ergénze f zu einer 2m-periodischen Funktion. Wegen f(—m) = f(n) ist
f stetig. Nach dem Satz von Fejér existiert ein n € N mit

[f(p) —anlfl(p)| <e  fiiralle p € R,
Die reelle Fourierreihe von f ist von der Form
a oo
fle) ~ ?0 +Zakcoskgp,
k=0

denn wegen f(¢) = f(—¢) verschwinden alle b;. Da cos k¢ sich als Polynom
in cos ¢ ausdriicken 1a8t, ist

an[fl(¢) = P(cos p)
mit einem Polynom P. Es ist also
l[g(cos ) — P(cos )| < e fiir alle ¢
und daher

lg(xz) — P(z)] <e fiir alle x € [-1,1]. m
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