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Präsenzaufgabe

(a) Betrachte die folgende falsche Behauptung:
Behauptung:

In jedem Sack Erbsen gibt es entweder nur gelbe oder nur nichtgelbe Erbsen.
„Beweis” mit vollständiger Induktion über die Anzahl n der Erbsen im Sack:

Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial. Nehmen wir im Induktionsschritt aus einem Sack mit
n ≥ 1 Erbsen eine Erbse e heraus (ohne sie anzusehen), so sind die restlichen n− 1 Erbsen nach
Induktionsannahme alle gelb oder alle nichtgelb. Um diesen Farbton festzustellen, entnehmen wir
dem Sack eine weitere Erbse g und legen die Erbse e wieder in den Sack. Der Sack enthält also
wieder n − 1 Erbsen, die nach Induktionsannahme entweder alle gelb oder alle nichtgelb sind.
Also ist e genau dann gelb wenn auch g gelb ist. Der Induktionsbeweis ist beendet.
Wo liegt der Fehler im Beweis?

(b) Beweisen Sie mit Hilfe der Körperaxiome und vollständiger Induktion, dass für alle b ∈ R mit
b 6= 0 und alle n ∈ N gilt: (1
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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Beweisen Sie:

(a) Sei b ∈ R+. Die Menge M := {x ∈ R | x ≥ 0, x2 < b} hat ein Supremum in R.

(b) Setze b = 2 und sei s := sup(M) das Supremum aus (a). Es gilt s2 = 2. (Hinweis: Aufgabe 2b,
Blatt 2.)

(c) Die Menge N := {x ∈ Q | x > 0, x2 < 2} hat eine obere Schranke in Q, aber kein Supremum in
Q. (Hinweis: Aufgabe 3B, Blatt 2.)

(d) Die Gleichung x2 = 2 hat genau eine Lösung in R+ und diese liegt in R \Q.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Beweisen Sie mit vollständiger Induktion die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
Seien n ∈ N und a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R. Dann gilt:
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Bemerkung. Die Wurzel
√

b einer nicht-negativen Zahl b ∈ R wird definiert als die eindeutige Lösung
der Gleichung x2 = b in R+. Aufgabe 1 zeigt die Existenz von

√
2; der allgemeine Beweis folgt analog.



Aufgabe 3B (3 Punkte)
Zeigen Sie:

∀n ∈ N ∀m ∈ N : (m > n⇒ m− n ∈ N).

Aufgabe 3L (3 Punkte)
In Klasse 8 lernen Schülerinnen und Schüler das Intervallhalbierungsverfahren kennen. Für das folgende
Beispiel aus dem aktuellen Schulbuch Elemente der Mathematik (Klasse 8, S. 105) denken wir uns das
Intervallhalbierungsverfahren weiter fortgesetzt und fassen sämtliche „unteren Näherungszahlen” als
menge M auf.
Erklären Sie die Bedeutung des Begriffes „Supremum der Menge M” und die Aussage des Vollständig-
keitsaxioms für diesen Schulkontext.


