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Prasenzaufgabe

(a) Betrachte die folgende falsche Behauptung;:
Behauptung:
In jedem Sack Erbsen gibt es entweder nur gelbe oder nur nichtgelbe Erbsen.
, Beweis” mit vollstdndiger Induktion tber die Anzahl n der Erbsen im Sack:

Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial. Nehmen wir im Induktionsschritt aus einem Sack mit
n > 1 Erbsen eine Erbse e heraus (ohne sie anzusehen), so sind die restlichen n — 1 Erbsen nach
Induktionsannahme alle gelb oder alle nichtgelb. Um diesen Farbton festzustellen, entnehmen wir
dem Sack eine weitere Erbse ¢ und legen die Erbse e wieder in den Sack. Der Sack enthélt also
wieder n — 1 Erbsen, die nach Induktionsannahme entweder alle gelb oder alle nichtgelb sind.
Also ist e genau dann gelb wenn auch g gelb ist. Der Induktionsbeweis ist beendet.

Wo liegt der Fehler im Beweis?

(b) Beweisen Sie mit Hilfe der Koérperaxiome und vollstandiger Induktion, dass fiir alle b € R mit
b # 0 und alle n € N gilt:

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Beweisen Sie:

(a) Sei b € R*. Die Menge M := {x € R | x >0, 22 < b} hat ein Supremum in R.

(b) Setze b= 2 und sei s := sup(M) das Supremum aus (a). Es gilt s? = 2. (Hinweis: Aufgabe 2b,
Blatt 2.)

(c) Die Menge N := {zx € Q| x > 0, 2% < 2} hat eine obere Schranke in Q, aber kein Supremum in
Q. (Hinweis: Aufgabe 3B, Blatt 2.)

(d) Die Gleichung 22 = 2 hat genau eine Losung in RT und diese liegt in R \ Q.
Aufgabe 2 (4 Punkte)

Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
Seien n € Nund aq,...,an,b1,...,b, € R. Dann gilt:

D> akbi < J az-szz
k=1 k=1 k=1

Bemerkung. Die Wurzel v/b einer nicht-negativen Zahl b € R wird definiert als die eindeutige Losung
der Gleichung 22 = b in R*. Aufgabe 1 zeigt die Existenz von v/2; der allgemeine Beweis folgt analog.
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Aufgabe 3B
Zeigen Sie:

Aufgabe 3L

menge M auf.

Vne NVYmeN: (m>n=m—necN).

(3 Punkte)

(3 Punkte)
In Klasse 8 lernen Schiilerinnen und Schiiler das Intervallhalbierungsverfahren kennen. Fiir das folgende
Beispiel aus dem aktuellen Schulbuch Elemente der Mathematik (Klasse 8, S. 105) denken wir uns das
Intervallhalbierungsverfahren weiter fortgesetzt und fassen sdmtliche ,unteren Néherungszahlen” als

Erklaren Sie die Bedeutung des Begriffes ,,Supremum der Menge M” und die Aussage des Vollstdndig-
keitsaxioms fiir diesen Schulkontext.

Einfithrung
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Du hast Wurzeln schon durch Probieren nidherungsweise bestimmt. Jetzt soll ein systematisches
Verfahren entwickelt werden, das sich so eindeutig beschreiben lasst, dass es gut von einem
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Computer durchgefithrt werden kann.

Fiir z.B. /3 kann man folgendermaflen Niherungswerte syste-
matisch verbessern.

/3 liegt offensichtlich zwischen 1 und 2, denn es gilt:

12=1<3 und 2=4>3,

Wir halbieren das Intervall [1;2], in dem +/3 liegt, und entschei-
den, ob die Mitte des Intervalls 1,5 eine untere oder eine cbere
Niherungszahl fiir /3 ist:

1,52 = 2,25 < 3. Also liegt +/3 zwischen 1,5 und 2.

Wir bilden wieder die Intervallmitte von [1,5; 2] als Mittelwert
der beiden Intervallgrenzen:

(1,5+2):2=1,75.
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Wegen 1,752 =3,0625 > 3 ist 1,75 eine obere Naherungszahl fiir +/3; also liegt 3 zwischen 1,5

und 1,75.

Diese Uberlegungen lassen sich gut in einer Tabelle zusammenfassen:
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Untere Obere = 5 Differenz der -===* wird von
N&herungszahl Naherungszahl Mt bl i Naherungszahlen Schritt ;
i zu Schritt |

1 2 1,5 2,25 2-1=1 ihalb\'ert |
15D 2 1,75 3,0625 2-15=05 = e -
1,5 1,75 1,625 2,640625 1,75-1,5=0,25

1,625 1,75 1,6875 =2,85 0,125
|1,6875 1,75 1,71875 =2,95 0,0625
| 1,71875 1,715 1,734375 = 3,01 0,03125
: 1,711875 1,734375 1,7265625 iz2'98 0,015625

Also gilt: 1,7265625 <+/3 <1,734375.

Dafiir schreiben wir auch:
13 €[1,7265625; 1,734375], gelesen: 3 liegt in dem Intervall von 1,7265625 bis 1,734375.
Die somit gesicherten Ziffern von V3 sind 1,7.




