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Aufgabe 2 (5 Punkte)

(a) Es sei f : R → R eine stetige Funktion und die Einschränkung f |R\{0} sei differenzierbar.
Zeigen Sie: Falls limx→0 f ′(x) existiert, so ist f auf ganz R differenzierbar und es gilt f ′(0) =
limx→0 f ′(x).
Hinweis: Mittelwertsatz.

(b) Es sei g : R → R stetig differenzierbar und gerade, d.h. g(x) = g(−x) ∀x ∈ R. Dann gilt
g′(0) = 0.

Lösung:

(a) Es sei f wie in der Aufgabe; insbesondere existiere limx→0 f ′(x). Sei (xn)n∈N eine Folge in R \ {0}
mit xn → 0 und betrachte den Differenzenquotienten

f(xn) − f(0)
xn − 0 .

Nach dem Mittelwertsatz existiert für jedes n ein ξn zwischen 0 und xn, sodass

f(xn) − f(0)
xn − 0 = f ′(ξn).

Da xn gegen 0 konvergiert, konvergiert auch ξn gegen 0 (z.B. weil 0 ≤ |ξn| ≤ |xn|). Nach Annahme
und Satz 2.2 (Kapitel 4) existiert limn→∞ f ′(ξn). Also existiert auch der Grenzwert der linken
Seite. Nochmalige Anwendung von Satz 2.2 (Kapitel 4) auf den Differenzenquotienten liefert
die Existenz von limx→0

f(xn)−f(0)
xn−0 . Die Gleichheit f ′(0) = limx→0 f ′(x) wurde hiermit ebenfalls

bewiesen.

(b) Für alle x ∈ R gilt g(x) = g(−x). Mit anderen Worten: Die Funktionen g und h : x 7→ g(−x)
sind gleich. Folglich sind auch ihre Ableitungen gleich und mit der Kettenregel folgt

g′(0) = h′(0)
⇔ g′(0) = −g′(−0)
⇔ g′(0) = −g′(0)
⇔ g′(0) = 0.


