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Aufgabe 2 (5 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen auf dem Interval [0, 1] Regelfunktionen sind:

(i) f(x) =
{

0, x = 0
1
x , x > 0.

(ii) g(x) =
{

0, x = 0
√

x ln(x), x > 0.

(b) Zeigen Sie: Sind f, g ∈ T ([a, b]), so ist auch f · g ∈ T ([a, b]).

(c) Zeigen Sie: Sind f, g ∈ R([a, b]), so ist auch f · g ∈ R([a, b]).

Lösung:

(a) • Keine Regelfunktion, da unbeschränkt.
• Regelfunktion, da stetig (z.b. mit Satz 1.2, Kapitel 7).

(b) Analog zum Beweis für f + g. Wähle Unterteilungen (x1, . . . , xn) und (y1, . . . , ym) von [a, b]
sodass f auf (xj−1, xj) konstant und g auf (yj−1, yj) konstant. Bilde die gemeinsame Verfeinerung
(z1, . . . zk), die durch Ordnen der Menge {x1, . . . , xn} ∪ {y1, . . . , ym} entsteht. Dann sind auf allen
Teilintervallen (zj−1, zj) beide Funktionen f und g konstant, also auch ihr Produkt. Folglich ist
f · g eine Treppenfunktion.

(c) Seien f · g ∈ R([a, b]) und sei o.B.d.A. g ̸= 0. Wähle Folgen (fn)n∈N, (gn)n∈N in T ([a, b]) mit
∥fn − f∥ → 0 und ∥gn − g∥ → 0 und berechne

∥fg − fngn∥ = ∥fg − fng + fng − fngn∥
≤ ∥fg − fng∥ + ∥fng − fngn∥
≤ ∥g∥∥f − fn∥ + ∥fn∥∥g − gn∥.

Sei nun ε > 0 und sei N so groß gewählt, dass ∥fn − f∥ < ε und ∥gn − g∥ < ε für alle n > N .
Dann erhalten wir für n > N

∥fg − fngn∥ < ∥g∥ε + (∥fn − f∥ + ∥f∥) ε

< ε (∥g∥ + ∥f∥ + ε) .

Also gilt fngn → fg gleichmäßig.


