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Aufgabe 1 (6 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und bestimmen Sie ihren Wert:

(i)
∫ 1

0 x− 1
3 dx.

(ii)
∫ ∞

0 xe−x2 dx.

(b) Bestimmen Sie die Stammfunktionen der folgenden Funktionen

(i) f : R → R, f(x) = sin(x) cos(x).
(ii) f : [−1, 1] → R, f(x) = arcsin(x).

Lösung:

(a) (i) Für jedes a ∈ (0, 1) ist die Einschränkung von x 7→ x− 1
3 auf [a, 1] eine Regelfunktion. Die

Stammfunktion von x− 1
3 ist 3

2x− 2
3 . Damit ist

∫ 1

0
x− 1

3 dx = lim
a→0

[3
2x− 2

3

]1

a

= lim
a→0

(3
2 − 3

2a− 2
3

)
= 3

2 .

(ii) Für jedes b ∈ (0, ∞) ist x ∈ [0, b] 7→ xe−x2 eine Regelfunktion. Mit der Substitution
y = −x2 ⇝ dy = −2xdx erhalten wir:∫ ∞

0
xe−x2

dx = lim
b→∞

∫ b

0
xe−x2 dx

= lim
b→∞

−1
2

∫ −b2

0
ey dy

= lim
b→∞

[
−1

2ey
]−b2

0

= lim
b→∞

−1
2e−b2 + 1

2

= 1
2



(b) (i) Entweder kann man scharf hinsehen und bemerken, dass sin(x) cos(x) rauskommt, wenn
man 1

2 sin(x)2 ableitet, oder man kann partiell integrieren:∫
sin(x) cos(x) dx = sin(x)2 −

∫
cos(x) sin(x) dx

=⇒
∫

sin(x) cos(x) dx = 1
2 sin(x)2.

(ii) Partielle Integration: ∫
arcsin(x) dx = x arcsin(x) −

∫
x arcsin′(x) dx

= x arcsin(x) −
∫

x√
1 − x2

dx

Um das hintere Integral auszurechnen, substituiere y = 1 − x2 (damit dy = −2xdx):∫
x√

1 − x2
dx =

∫
x

√
y

(
− 1

2x

)
dy

= −√
y

= −
√

1 − x2

Insgesamt: ∫
arcsin(x) dx = x arcsin(x) +

√
1 − x2


