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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien a, b, c, d ∈ R. Beweisen Sie mit Hilfe der Körperaxiome die folgenden Aussagen:

ab ≤
(

a + b

2

)2

a

c
+ b

d
= ad + bc

cd

Lösung:
Wir rechnen (1. Schritt: Definition des Quadrats x2, 2. Schritt: Definition der Division x

2 , 3. Schritt:
Assoziativgesetz, 4. Schritt: Kommutativgesetz, 5. Schritt: Assoziativgesetz, 6. Schritt: Behauptung
1.20, 7. Schritt: Distributivgesetz, 8. Schritt: Distributivgesetz und Inverse, 7. Schritt: Distributivgesetz,
7. Schritt: Distributivgesetz, Inverse und Behauptung 1.24: 2x − 4x = 2(x − x − x) = −2x, )(

a + b

2

)2
− ab =

(
a + b

2

) (
a + b

2

)
− ab

=
(

2−1(a + b)
) (

2−1(a + b)
)

− ab

= 2−1
(

(a + b)2−1
)

(a + b) − ab

= 2−1
(

2−1(a + b)
)

(a + b) − ab

=
(

2−12−1
)

(a + b)(a + b) − ab

= 1
4(a + b)(a + b) − ab

= 1
4

(
(a + b)a + (a + b)b

)
− ab

= 1
4

(
a2 + ba + ab + b2)

− 1
4

(
4 ab

)
= 1

4
(
a2 + 2 ab + b2 − 4 ab

)
= 1

4
(
a2 − 2 ab + b2)

.

(1)

Außerdem gilt (Schritte 1-3 jeweils: Definition des Quadrats und Distributivgesetz, 4. Schritt: Assozia-
tivgesetz und Behauptung 1.15, 5. Schritt: Kommutativgesetz):

(a − b)2 = a(a − b) + (−b)(a − b) = a2 − ab − b(a − b) = a2 − ab − (ba − b2)
= a2 − ab − ba + b2 = a2 − 2ab + b2.

(2)



Daraus folgt (1. Schritt: Gleichungen (1) und (2), 2. Schritt: Definition des Quadrats, 3. Schritt:
Kommutativ- und Assoziativgesetz, 4. Schritt: Definition des Quadrats):(

a + b

2

)2
− ab = 1

4(a − b)2 =
(1

2

)(1
2

)
(a − b)(a − b) =

(1
2

)
(a − b)

(1
2

)
(a − b) =

(
a − b

2

)2
.

Da x2 ≥ 0 für alle x ∈ R, gilt (
a + b

2

)2
− ab ≥ 0.

Addition von ab ergibt die erste Behauptung.
Zunächst gilt (1. Schritt: Distributivgesetz, 2. Schritt: Kommutativgesetz, 3. Schritt: Inverse, 4. Schritt
neutrales Element):(

a

c
+ b

d

)
cd = a

c
cd + b

d
cd = a

c

c
d + bc

d

d
= a · 1 · d + bc · 1 = ad + bc.

Wegen c, d ̸= 0 gilt cd ̸= 0, so dass 1
cd existiert. Multiplikation mit 1

cd ergibt:(
a

c
+ b

d

)
cd

cd
=

(
a

c
+ b

d

)
= ad + bc

cd
.


