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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Bestimmen Sie zu den Folgen (a,)nen jeweils die Haufungswerte der Folge und die Haufungspunkte
der Menge {a, | n € N}.

(@) an = (~1)" + 1.

n

(b) a, =n — 2%, wobei k, = max{m € N | 2™ < n}.

Losung:

(a) Haufungswerte der Folge sind —1 und 1.

Beweis: Betrachte die Teilfolgen as, = 1+ i und agp+1 = —1+ TIH Von beiden Folgen wissen
wir schon, dass sie gegen 1, bzw. —1 konvergieren. Weitere Haufungswerte gibt es nicht, da (asy)
und (agk+1) zusammen die ganze Folge ergeben.

Haufungspunkte der Menge A := {a, |n € N} sind auch —1 und 1.
Beweis: Sei € > 0. Beh.: In jeder e-Umgebung von 1 liegen Elemente aus A. Bew.: Wéhle N > é

und z = 1+%. Dann ist x € A und

1
—1=14=-1==<¢,
o —1f =1+ €

1
N
also liegt x in einer e-Umgebung von 1. Fiir —1 geht der Beweis analog.

Es ist noch zu zeigen, dass es keine weiteren Haufungspunkte gibt. Sei also z € R\ {—1,1}. Dann
ist entweder * < —1 oder —1 < x < 1 oder x > 1. Wir betrachten exemplarisch den Fall x > 1
(die anderen sind analog) und schreiben x = 1 + ¢ mit geeignetem 0 > 0. Wir wissen, dass die
Menge {n|a, > 1+ g} endlich ist. Folglich sind im Intervall (z — %, z + ) nur endlich viele der
an. Damit ist aber klar, dass man dieses Intervall so zu einer Umgebung U verkleinern kann, dass
in U \ {z} keine der a,, mehr liegen. Also ist x kein Haufungspunkt von A.

(b) Behauptung: Jedes ng € Ny ist Haufungswert der Folge (a,)nen-

Beweis: Es sei ng € Ny. Fiir I € N setze n; := 2! +ng. Wir betrachten die Teilfolge (ap, )ien. Wakle
lp so, dass fiir alle [ > [y gilt: 2> ng. Fiir 1 > [ gilt dann 2 <=2 4ng<2t+2 <2l ip
kurz:

ol < py < 21,

Folglich ist | = max{m|2™ < n;} und damit k,, = [. Also folgt fiir [ > ly:

anl:nl—Qk"l :2l—n0—212n0.



Damit konvergiert (ap,)en gegen no.
Behauptung: Die Menge A := {a, |n € N} hat keine Hiufungspunkte.

Beweis: Es ist a, € NogVn, also ist A C Ny. Fiir alle z € R enthilt das Intervall (z — 3,z + 1)
hochstens ein Element. Wie in Teil (a) kann man nun leicht eine kleinere Umgebung U von x
angeben, sodass U \ {z} keine Elemente aus A enthélt.



