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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Die Funktion f: [0,1] — R sei definiert durch

x, falls x rational
I )_{ 0, sonst.

In welchen Punkten des Intervalls [0, 1] ist f stetig und in welchen unstetig?

Losung;:

Behauptung: Die Funktion f ist in 0 stetig.
Beweis: Wir benutzen Satz 2.6 in Kapitel 4. Sei (2, )nen eine Folge in [0, 1] mit 2, — 0. Dann gilt

Ty, falls z, rational

< z,.

0, sonst.

Also folgt aus Aufgabe 2 (Blatt 5), dass f(z,) — 0. Nach Satz 2.6 (Kapitel 4) ist f stetig.

Behauptung: f ist unstetig in allen x € (0, 1].

Beweis: Wir benutzen wieder Nach Satz 2.6 (Kapitel 4). Sei g € (0, 1].

Fall 1: g € Q. In diesem Fall ist f(xg) = x¢. Sei Definiere eine Folge (z,)nen durch z, = xo(1 — %ﬁ)
Dann ist 2, € R\ Q Vn und somit f(x,) = 0 Vn. Da aber xy = f(x¢) > 0 gilt, kann f(x,) nicht gegen
f(zo) konvergieren. Also ist f in xp nicht stetig.

Fall 2: zp € R\ Q. In diesem Fall ist f(x¢) = 0. Nachdem Q dicht in R liegt, gibt es eine Folge (g5 )nen

in Q mit ¢, — x¢. Nach Definition von f gilt f(g,) = ¢n — xo # 0. Also ist f nicht stetig in .



