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1. (8 Punkte) F,- und Gs;-Mengen. Seien (X, d) ein metrischer Raum, O das
System aller offenen Untermengen von X und B die Borel-o-Algebra auf X. Ei-
ne Menge £ C X heifit F,-Menge, falls sie als eine abzahlbare Vereinigung ab-
geschlossener Mengen darstellbar ist. Die Menge E heifit Gs-Menge, falls sie als
ein abzéhlbarer Durchschnitt offener Mengen darstellbar ist. Die Systeme aller Fi-
bzw. Gs-Untermengen von X bezeichnen wir mit F, bzw. Gs.

Zeigen Sie das Folgende:

a) Sei F C X offen oder abgeschlossen. Dann gilt E € F, N G;.
b) Das Mengensystem A := F, N G; ist eine Algebra.

c) Es gilt M(O) = M(A).

d) Es gilt M(O) = B.

2. (3 Punkte). Sei X eine Menge und £ C P(X). Sei F das System aller endlichen
Durchschnitte von Mengen aus €. Beweisen Sie, dass gilt 0(£) = D(€) genau dann,
wenn F C D(E).

3. (6 Punkte). Seien X eine Menge, A C P(X) ein N-stabiles System und gy, o
endliche MaBe auf o(.A), die p1 = po auf A und p1(X) = p2(X) erfiillen. Definieren
Sie

D ={A€a(A): pu(A) = p(A)}.
Zeigen Sie das Folgende:
a) D ist ein Dynkin-System.
b) w1 = pe auf o(A).

Finden Sie eine Menge X, ein N-stabiles System .4 C P(X) und MaBle p;, po auf
o(A), sodass 1 = pg auf A und

c) p1(X) # p2(X) gilt und sowohl a) als auch b) sind falsch;
d) p1(X) = pa(X) = oo gilt und sowohl a) als auch b) sind falsch.
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4. (3 Punkte) Produkt-Messbarkeit. Seien (X;,.A;), (Y;, B;) nichtleere messba-
re Rdume, und f;: X; — Y; Abbildungen, ¢ € I. Zeigen Sie, dass die Funktion

f: HXz‘ - HYi, F((@i)ier) = (fi(@:))ier,

el i€l

genau dann Q),.; Ai-Q),;c; Bi-messbar ist, wenn fiir alle i € I f; A;-B;-messbar ist.
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