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Stetiges Bild einer Lebesgue-messbaren Menge. Betrachten Sie die Folge ste-
tiger Funktionen f,: [0,1] — [0, 1] definiert durch

3 fa(32), z € 0,3],
fO(x) =z, fn-l—l(m) = %7 x € [%a% ’ n € N.
1+ 1f,38z-2), zel31]
a) Zeigen Sie, dass { f,,}52 ; gleichmé&Big gegen eine stetige Funktion f: [0,1] — [0, 1]
konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass f monoton wachsend ist. Folgern Sie, dass

10,15 [0,1,  9a) = (a+ f(z)

ein Hom6omorphismus ist.

c) Sei K die Cantormenge. Zeigen Sie, dass ¢(K) Lebesgue-messbar ist, mit Maf
1

5-
d) Zeigen Sie, dass A C R genau dann eine Lebesgue-Nullmenge ist, wenn alle seine
Teilmengen B C A Lebesgue-messbar sind. (Hinweis: Vitalimenge.)

e) Zeigen Sie, dass eine Lebesgue-messbar Menge A existiert so, dass ¢(A) nicht
messbar ist.

1. (3 Punkte) Das Lebesguemafl ist ein metrisches duleres Mafl. Seien
A, B C R?. Angenommen, es existiert ein § > 0 so, dass fiir allea € A und b € B
la — b > § gilt. Zeigen Sie, dass dann fiir das duBere Lebesguemafl \?

M(AU B) = X(A) + XY(B)

gilt.
2. (5 Punkte). Sei \¢ das Lebesguemaf auf R

a) Zeigen Sie, dass jede Menge vom Mafl Null ein leeres Inneres hat.
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b) Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 eine dichte offene Menge O in R? existiert, sodass
M(0) <.

c) Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge F' mit leerem Inneren
existiert, sodass fiir alle A € B(R?) gilt:

A(ANF) > X(A) —e.

3. (7 Punkte) Das Lemma von Sard — Dimension 1. Seien —oo < a < b < 00
und f € C'([a, b]).

a) Sei E = {z € (a,b) : f'(z) = 0}. Zeigen Sie, dass f(E) eine Lebesgue-Nullmenge
ist. (Hinweis: Sie konnen Lemma 6.16 aus der Vorlesung benutzen.)

b) Sei G = {z € [a,b] : f(x) =0} und H = {x € [a,b] : f(z) = 0, f'(z) = 0}.
Zeigen Sie, dass G \ H eine Lebesgue-Nullmenge ist. (Hinweis: Zeigen Sie, dass
A, = {z € (a,b): f(z) =0,|f(z)| > L} nur endlich viele Elemente enthélt.)
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