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Konvergenz im Mafl und majorisierte Konvergenz. Sei (X, .4, i) ein endli-
cher Mafiraum. Beweisen Sie, dass der Satz iiber majorisierte Konvergenz von Lebes-
gue weiterhin giltig ist, wenn man die fast-iiberall-Konvergenz durch die Konvergenz
im Ma8 ersetzt. Gilt dies auch, falls X unendliches Maf3 hat?

1. (4 Punkte) Ein Integrierbarkeitskriterium. Seien (X,.A, ) ein endlicher
Mafraum, f: X — R eine messbare Funktion. Beweisen Sie, dass f genau dann
integrierbar ist, wenn

S u(lf] > n)

konvergiert. Was geschieht, wenn X unendliches Maf3 hat?

2. (6 Punkte) Das geometrisches Mittel einer Funktion. Seien (X, A, i) ein
endlicher Mafiraum und € > 0. Sei f: X — [g,00) eine integrierbare Funktion.

a) Zeigen Sie, dass fP, p € [0,1), und log f integrierbar sind.
b) Wir definieren die Funktion

F(p) i=/Xf”d/~b, p€0,1].

Zeigen Sie, dass F differenzierbar auf [0, ) ist und berechnen Sie die Ableitung
F'(p).

c) Berechnen Sie den Wert des Limes

) 1 » l/P
%f‘ol(m/xf d“) |

3. (5 Punkte) Regelintegral vs. Lebesgueintegral. Seien —0o < A < B < 00
und sei f: (A, B) — R eine Funktion, die eine Regelfunktion auf jedem Intervall
[a,b] C (A, B) ist. Zeigen Sie, dass f auf (A4, B) genau dann Lebesgue-integrierbar
ist, wenn das uneigentliche Regelintegral ff| f(z)| dz existiert und endlich ist, und
dass in diesem Fall das Lebesgue- und Regelintegral iibereinstimmen.
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