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Aufgabe 1 (242+(2+2) Punkte). Sei A € R™™ und b € R™. Im Fall, dass AT A
singulér oder sehr schlecht konditioniert ist, 16st man oft statt mingecgn || Az — b||3 fiir
a > 0 das Ersatzproblem

min || Az — bJ3 + oz (1)
(a) Bestimmen Sie k € N, eine Matrix A € R¥*™ und b € R¥, sodass (1) identisch zu

min

~ ~112
min Aa:—bH2 (2)

ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Normalengleichung zum Problem (2) gegeben ist durch

(ATA+al,)z=A"b.

(c) Nun habe die Matrix keinen vollen Rang, d.h. Rang(A4) < min{m,n}. Sei o; der
grofite Singuldrwert der Matrix A. Zeigen Sie

2
+
ma(ATA+al,) = 122, (3)

wobei ko die Kondition bzgl. der von ||-||, induzierten Matrixnorm bezeichne.
Hinweis: Die Singuldrwerte 01 > g9 > --- > 0, > 0 einer Rang-r-Matrix sind die
Waurzeln der positiven Eigenwerte von AT A.

(d) Betrachten Sie in (3) die Grenzwerte a — 0 und o — oo und interpretieren Sie das
Ergebnis.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei v € R™\{0} und 8 = 2/||v||5. Wir betrachten die Householder-
Transformation

P, =1, — Bov' e R™*™,
Zeigen Sie:
(a) Die Matrix P, ist symmetrisch, d.h. P, = P,
(b) Die Matrix P, ist orthogonal, d.h. P.| P, = P,P,] = I,,.
(c) Es gilt P,v = —v.
(d) Fiir alle w € R™ mit w'v = 0 gilt P,w = w.



Aufgabe 3 (242 Punkte).
(a) Bestimmen Sie einen Householder-Vektor v € R* mit der Eigenschaft P,z € span{e;}
wobei 2T = (2,4, 5,2).
(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Householder-Verfahrens eine QQ R-Zerlegung fir
1 1 1
A=[0 —V2 V2/2
0 V2 5/V2
und 16sen Sie damit die Gleichung Az = b fiir b’ = (3v/2,—1,7).

Aufgabe 4 (2+1+1 Punkte). Sei A € R™*". Wir nehmen an, dass bereits ein Eigen-
vektor v € R™ zu einem reellen Eigenwert A; von A bekannt sei.

(a) Zeigen Sie, dass es eine Householder-Transformation ¢ € R™*™ gibt, sodass
. )\1 CT
QAQ = ( 0| B >
fiir gewisse ¢ € R” und B € R(=DX(=1) erfiillt ist.
Hinweis: Welchen Vektor sollte man fiir QQe; erhalten, um obige Gleichung reali-
sieren zu koénnen?

(b) Bestimmen Sie den Vektor ¢ fiir den Fall, dass die Matrix A symmetrisch ist.

(c¢) Erklaren Sie warum A(A) = A(B) U {\;} erfiillt ist. Dabei bezeichne A(-) das Spek-
trum.



