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Projekt 1 (6 Punkte). Ein digitalisiertes Graustufenbild lasst sich mit einer (m x n)-Matix
beschreiben, in der der Eintrag (i,j) den Grauwert des Pixels (7, j) kodiert.

Sei nun A € R™*" ein digitalisiertes Bild mit Singularwertzerlegung A = ULV T und den
Singularwerten 01 > 09 > ... > 0, > 0, r = rang(A).

Die beste Rang-k-Approximation Ay an A ist dann gegeben durch

Ak:U(%k g)VT mit ¥ = diag(oy,...,0) ERFF 1<k <7

Wir fragen uns jetzt, ob Ay auch eine gute visuelle Approximation an das durch A gegebene
Bild liefert. Man beachte, dass sich A alternativ auch als Ay = UkEkaT schreiben l&sst,
wobei U, € R™*k die Matrix bezeichne, die entsteht, wenn man aus der Matrix U die
Spalten k + 1 bis m entfernt. Analog bezeichne Vj, € R™** die Matrix V bis auf die Spalten
k + 1 bis n.

Erweitern Sie obige Idee auf ein RGB-Farbbild, also A € R™*"*3_ Implementieren Sie diese
Idee fiir verschiedene Werte von k und beurteilen sie das Verhaltnis von Qualitatsverlust zur
Reduktion des Speicheraufwands fiir verschiedene Werte von k und berechnen Sie auBerdem
den Fehler [|A — A £

Verwenden Sie zum Laden des Bildes weihnachtsbaum. jpg die Vorlagen auf der Vorle-
sungswebseite. Zur Berechnung der Singularwertzerlegung konnen Sie die Funktionen svd
(Matlab) und numpy.linalg.svd (Python) verwenden.

Projekt 2 (6 Punkte). Eine Firma stellt m verschiedene Produkte her, fiir deren Fertigung
n Maschinen benoétigt werden. Die j-te Maschine hat eine maximale monatliche Laufzeit von
l; Stunden. Das k-te Produkt generiert pro Mengeneinheit einen Ertrag von e; Euro und
belegt die j-te Maschine mit ¢;;, Stunden pro Mengeneinheit. Der monatliche Gesamtertrag
soll ohne Uberschreitung der Maximallaufzeiten optimiert werden.

(a) Formulieren Sie den beschriebenen Sachverhalt als Maximierungsproblem mit Nebenbe-
dingungen in der Form

Maximiere f(x) = c¢-x unter den Bedingungen Ax < b,z >0

wobei © = (z1,x9,...,x,,) die monatlichen Mengeneinheiten der verschiedenen Pro-
dukte seien und die Ungleichungen komponentenweise zu verstehen sind.

(b) Verwenden Sie linprog (Matlab) bzw. scipy.optimize.linprog (Python), um das
Problem fiir die Daten m = 2,n = 3,e; = 200,eo = 600, und t1; = 1,197 = 1,131 =
0,t10 = 3,to0 = 1,130 = 2 sowie I; = 150,12 = 180,13 = 140 zu lésen. Wie groB ist der
optimale monatliche Ertrag?



Bonusprojekt (6 Bonuspunkte). Im Folgenden wollen wir die Hauptkomponentenanalyse
(Principal Component Analysis, PCA) als Anwendung der Singularwertzerlegung kennenler-
nen. Die PCA kann zur Dimensionsreduktion verwendet werden. Betrachten Sie den folgenden
Plot des 'lris’ Datensatzes:
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In diesem Datensatz wurden fiir drei Schwertlilien ('setosa’, 'versicolor' und 'virginica') jeweils
vier Merkmale gemessen und notiert. Der Plot visualisiert die verschiedenen Kombinationen
der Auspragungen. Mit der PCA kdnnen wir nun eine sogenannte Feature Reduktion durch-
fihren, um die Pflanzengattung anhand weniger Merkmale klassifizieren zu kénnen. Dabei
erhalt die PCA so viel Varianz wie moglich in dem Datensatz. Wir wollen nun konkret die
2d-Hyperebene im 4d-Iris-Merkmalsraum finden, in welcher die Daten am starksten verteilt
sind, um so potentiell 'Cluster’ zur ldentifzierung der Gattung zu erhalten (siehe folgender
Plot):
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Laden Sie dazu den Iris-Datensatz (siehe Vorlesungshomepage) und berechnen Sie die Sin-
gularwertzerlegung der Daten X = UXV'. Die reduzierten Daten kdnnen Sie dann via
Ty, = UpXp = XV (siehe Aufgabe 1 fiir Notation) berechnen, wobei in unserem Fall k = 2
gewahlt wurde. Plotten Sie nun die reduzierten Daten T}.



