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Aufgabe 1 (6 Punkte). Sei V der R-Vektorraum aller (2× 2)-Matrizen mit koordinatenweiser
Addition.

(1) Zeige, dass folgende Matrizen

u1 =

(
1 0
0 −1

)
, u2 =

(
1 0
1 0

)
, u3 =

(
0 1
1 0

)
und u4 =

(
0 1
0 1

)
eine Basis von V bilden.

(2) Zeige, dass die Spur

Tr :V → R,
(
a b
c d

)
7→ a+ d

eine lineare Abbildung ist.
(3) Bestimme die Koordinaten von Tr bezüglich der dualen Basis zu {u1, . . . , u4}.

Aufgabe 2 (8 Punkte). Für einen Vektorraum V über einem Körper K, definiere folgende
Abbildung

ϕ : V × V ∗ → K, (v, F ) 7→ F (v).

(1) Zeige, dass ϕ(λ · v + µ · w,F ) = λ · ϕ(v, F ) + µ · ϕ(w,F ).
(2) Zeige, dass ϕ(v, λ · F + µ ·G) = λ · ϕ(v, F ) + µ · ϕ(v,G).
(3) Angenommen, dass ϕ(v, F ) = 0 für jedes v aus V . Was kann man über F sagen?
(4) Falls V endlichdimensional ist und v 6= 0, zeige, dass es ein F in V ∗ derart gibt, dass

ϕ(v, F ) 6= 0.
HINWEIS zu (4): Betrachte eine Basis von V .

Aufgabe 3 (6 Punkte). Im R-Vektorraum Rn definiere 〈x, y〉 =
n∑

i=1
xi · yi.

(1) Für einen Unterraum U von Rn, zeige, dass die Menge

W = {y ∈ Rn | 〈u, y〉 = 0 für alle u ∈ U}
ein Unterraum ist.

(2) Sei u1, . . . , uk eine Basis von U , wobei ui = (ui1, . . . , uin) für 1 ≤ i ≤ k. Zeige, dass
(y1, . . . , yn) genau dann in W liegt, wennu11 · · · u1n

... · · ·
...

uk1 · · · ukn

 ·
y1...
yn

 = 0̄.

Was ist die Dimension von W?
(3) Zeige, dass Rn = U ⊕W .

HINWEIS: Beschreibe U ∩W .
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