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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U ⊂ V ein Un-
tervektorraum. Betrachte Elemente f1, . . . , fn im Dualraum V ∗ und deren Einschränkungen
f1 �U, . . . , fn �U als Elemente von U∗. Zeige folgende Aussagen:

(1) Falls f1 �U, . . . , fn �U linear unabhängig sind, so sind auch f1, . . . , fn linear unabhängig.
(2) Falls f1, . . . , fn ein Erzeugendensystem von V ∗ bilden, dann erzeugen f1 �U, . . . , fn �U

den Raum U∗.

Aufgabe 2 (6 Punkte). Sei V der R-Vektorraum aller Polynome über K vom Grad höchstens
2. Definiere folgenderweise die Elemente F , G und H im Dualraum V ∗:

F : V → R
p(T ) 7→ p(0)

G : V → R
p(T ) 7→ p(1)

H : V → R
p(T ) 7→ ∂p

∂T (0) .

(1) Sind F , G und H linear unabhängig?
(2) Sei

ϕ : V → R
p(T ) 7→ p(−1) .

Sind F , G, H und ϕ linear unabhängig? Wenn nicht, stelle ϕ als Linearkombination
von F , G und H dar.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume und ϕ : V ×W →
K eine bilineare Abbildung mit Darstellungsmatrix A = (aij) bezüglich der Basen {b1, . . . , bn}
von V und {c1, . . . , cm} von W , das heißt, aij = ϕ(bi, cj).

(1) Zeige, dass die Abbildung

ϕ′ : W × V → K
(w, v) 7→ ϕ(v, w)

eine bilineare Abbildung ist.
(2) Bestimme die Darstellungsmatrix von ϕ′ bezüglich der Basen {c1, . . . , cm} und
{b1, . . . , bn}. Was ist der Rang dieser Matrix bezüglich Rg(A)?

Aufgabe 4 (6 Punkte). Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume und ϕ : V ×W →
K eine bilineare Abbildung.

(1) Für einen Unterraum U von V , zeige, dass W1 = {w ∈ W |ϕ(u,w) = 0 ∀u ∈ U} ein
Unterraum von W ist.

(2) Zeige, dass die Abbildung ϕ̃ : V/U ×W1 → K
(v̄, w) 7→ ϕ(v, w)

wohldefiniert und bilinear ist.

(3) Angenommen, dass ϕ nicht-ausgeartet ist, zeige, dass ϕ̃ auch nicht-ausgeartet ist.
HINWEIS zu (3): (V,W,ϕ) ist ein duales Paar.

Abgabe der Übungsblätter in den (mit den Nummern der Übungsgruppen gekennzeichneten)
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