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Aufgabe 1 (4 Punkte). Gegeben sei x̄ = (x1, . . . , xn) im R-Vektorraum Rn und definiere:

||x̄||∞1 =
n∑

i=1

|xi| und ||x̄||∞2 = max
1≤i≤n

|xi|

(1) Zeige, dass (Rn, || · ||∞1) und (Rn, || · ||∞2) normierte R-Vektorräume sind.
(2) Zeige, dass es eine Konstante K > 0 aus R gibt, so dass

K−1||x̄||∞2 ≤ ||x̄||∞1 ≤ K||x̄||∞2 ,

für jedes x̄ aus Rn.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Ein Unterraum U eines normierten R-Vektorraumes (V, || · ||) ist
abgeschlossen, falls gilt:

v ∈ V und lim
n→∞

||v − un|| = 0 für eine Folge UN 3 (un)n∈N ⇒ v ∈ U.

Sei nun U ein abgeschlossener Unterraum von V und definiere auf dem Quotientenraum V/U
folgende Abbildung

|| · ||U : V/U → R
v + U 7→ inf

u∈U
||v − u||

.

(1) Zeige, dass || · ||U wohldefiniert ist.
(2) Zeige, dass || · ||U eine Norm auf V/U definiert.

HINWEIS: inf
u∈U
||v − u|| = C ⇒ ∀n ∈ N ∃ un ∈ U , so dass ||v − un|| < C + 1

n .

Aufgabe 3 (12 Punkte). Seien V ein R-Vektorraum der Dimension 2 mit Basis {v1, v2} und
Elemente a, b und c aus R derart, dass a > 0 > b2 − ac. Betrachte die folgende quadratische
Form:

q : V → R
λv1 + µv2 7→ aλ2 + 2bλµ+ cµ2.

(1) Bestimme die Matrix A der zugehörigen Bilinearform ϕ.
(2) Zeige, dass det(A) > 0.
(3) Bestimme mit elementaren Methoden die Eigenwerte von A. Ist A diagonalisierbar?
(4) Zeige, dass (V, ϕ) ein euklidischer Raum ist.

HINWEIS zu (4): Die positive Definitheit von ϕ hängt nicht von der Basis ab.
(5) Konstruiere aus der Basis {v1, v2} eine Orthonormalbasis von V bezüglich ϕ.
(6) Bestimme das orthogonale Komplement vom Unterraum U = Span(v1 + v2).
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