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Aufgabe 1 (Young-Ungleichung) (4 Punkte)

Seien p,q € (1,00), a,b > 0 und £ > 0 und gelte %%—% = 1. Beweisen Sie die folgenden
Ungleichungen

. 1 1
(i) ab < JaP + b7

& (ep)! ¢
(ii) ab < ea? 4 =2 —0b1.

Aufgabe 2 (W'?(Q) als Banachraum) (4 Punkte)
Sei 2 C RY, d € N, ein Gebiet und 1 < p < oo.

(i) Geben Sie die Definition der schwachen Ableitung an.

(i) Definieren Sie den Sobolev-Raum W'?(£) sowie die dazugehérige Norm ||-|[y1.(0).-

(iii) Zeigen Sie, dass W*(Q), mit der Norm || - ||w1s(q) ein Banachraum ist.
Aufgabe 3 (Stetige Banachraum-wertige Funktionen) (4 Punkte)
Fiir ein Zeitintervall I = (0,7") und einen Banachraum (X, || - ||x) sei

CUI,X) = {u:I— X | u stetig}
der Raum der stetigen, X-wertigen Funktionen auf I und
[ullor,x) = max [|u(t)]]x
tel
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) || - lloozx)) ist wohldefiniert und eine Norm auf C°(I, X).

(i) C°(I,X) ist beziiglich || - ||co(7,x) ein Banachraum.

Aufgabe 4 (Messbarkeit und schwache Konvergenz) (4 Punkte)

Sei X ein separabler Banachraum und sei (u,)nen @ I — X eine Folge Bochner-
messbarer Funktionen. Es gelte u,(t) — u(t) fir fast alle t € I fiir eine Funktion
u: I — X. Zeigen Sie, dass u Bochner-messbar ist.



