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Aufgabe 1 (Elementare Eigenschaften) (4 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass das Bochner-Integral unabhängig von der Darstellung der Trep-
penfunktion ist, d.h. falls

s =
n∑

i=1

xiχBi
=

n∑
j=1

yjχCj
,

dann gilt ∫
I

s(t) dt =
n∑

i=1

xiλ(Bi) =
n∑

j=1

yjλ(Cj).

Seien X, Y Banachräume und sei u ∈ L1(I,X). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(ii) ||
∫
I
u(t) dt||X ≤

∫
I
||u(t)||X dt

(iii) Sei T : X → Y linear und stetig. Dann ist Tu ∈ L1(I, Y ) und es gilt

T

(∫
I

u(t) dt

)
=

∫
I

Tu(t) dt.

(iiii) Sei F ∈ X∗, dann ist ⟨F, u(·)⟩X ∈ L1(I) und es gilt〈
F,

∫
I

u(t) dt

〉
X

=

∫
I

⟨F, u(t)⟩X dt.

Aufgabe 2 (Lp(I × Ω) ∼= Lp(I, Lp(Ω))) (6 Punkte)

Sei I ⊂ R ein beschränktes Intervall und sei Ω ⊆ Rd, d ∈ N, ein beschränktes Gebiet
und 1 ≤ p < ∞. Zeigen Sie, dass dann in natürlicher Weise gilt

Lp(I × Ω) ∼= Lp(I, Lp(Ω)).

Hierbei bezeichnet Lp(I × Ω) den Raum der Lesbesgue-messbaren, p-integrierbaren
Funktionen u : I×Ω → R, ausgestattet mit der kanonischen Lp-Norm. Gehen Sie wie
folgt vor:

(i) Benutzen Sie die Sätze von Fubini und Pettis, um zu zeigen:

Lp(I × Ω) ⊂ Lp(I, Lp(Ω))

(ii) Benutzen Sie den Satz von Fubini und die Definition der Bochner- Messbarkeit,
um zu zeigen:

Lp(I × Ω) ⊃ Lp(I, Lp(Ω))
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Aufgabe 3 (Nichtlineare Diffusion) (6 Punkte)

Sei I ⊂ R ein beschränktes Intervall und sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand. Außerdem sei u : Ī × Ω̄ → R eine hinreichend glatte Lösung der
nichtlinearen Diffusionsgleichung

∂tu− div(|∇u|p−2∇u) = f in I × Ω ,

u = 0 in I × ∂Ω ,

u(0) = u0 in Ω ,

zu gegebenen Daten f : I × Ω → R, u0 : Ω → R und 1 < p < ∞. Zeigen Sie,
dass unter geeigneten Voraussetzungen an f, u0 und p eine Konstante c > 0 existiert,
sodass u eine Energieungleichung der Form

||u||L∞(I,L2(Ω)) + ||u||Lp(I,W 1,2
0 (Ω)) ≤ c(||u0||X + ||f ||Y )

erfüllt. Geben Sie dazu geeignete Räume X und Y an und erklären Sie, an welcher
Stelle Ihrer Rechnung die Regularitätsforderung an den Rand von Ω eingeht.
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