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Aufgabe 1 (Elementare Eigenschaften) (4 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass das Bochner-Integral unabhéngig von der Darstellung der Trep-
penfunktion ist, d.h. falls

n n
§= g TiXB; = g YiXcy,
i=1 j=1

dann gilt
/s(t) dt = Z%)\(Bz’) = ZyJA(Cj)'
I i=1 J=1

Seien X,Y Banachrdume und sei u € L'(I, X). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(@) [ fru(®) dillx < [;lJu(®)llx dt
(iii) Sei T': X — Y linear und stetig. Dann ist Tu € L'(I,Y) und es gilt

T (/lu(t) dt> _ /ITu(t) dt.

(iiii) Sei F' € X*, dann ist (F,u(-))x € L'(I) und es gilt

<F,/Iu(t) dt>X = /I<F,U(t)>x dt.

Aufgabe 2 (LP(I x Q) = LP(I,L*(Q))) (6 Punkte)

Sei I C R ein beschrinktes Intervall und sei Q C R?, d € N, ein beschrinktes Gebiet
und 1 < p < 0o. Zeigen Sie, dass dann in natiirlicher Weise gilt

LP(I x Q) 2 LP(1, LP(9)).

Hierbei bezeichnet LP(I x €2) den Raum der Lesbesgue-messbaren, p-integrierbaren
Funktionen u : I x Q — R, ausgestattet mit der kanonischen LP-Norm. Gehen Sie wie
folgt vor:

(i) Benutzen Sie die Sétze von Fubini und Pettis, um zu zeigen:

LP(I x Q) C LP(I, LP(Q))

(ii) Benutzen Sie den Satz von Fubini und die Definition der Bochner- Messbarkeit,
um zu zeigen:

LP(I x Q) > L(I, LP(Q))
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Aufgabe 3 (Nichtlineare Diffusion) (6 Punkte)

Sei I C R ein beschrinktes Intervall und sei € C R? ein beschriinktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand. Auflerdem sei u : I x £ — R eine hinreichend glatte Losung der
nichtlinearen Diffusionsgleichung

O — div(|VulP?Vu) = f inIxQ,
u=20 in I x 092,
u(0) = g in Q,

zu gegebenen Daten f : I x Q — R,y up : @ - Rund 1 < p < o0. Zeigen Sie,
dass unter geeigneten Voraussetzungen an f,uy und p eine Konstante ¢ > 0 existiert,
sodass u eine Energieungleichung der Form

[lull o122y + 1l Lo w2y < ellluollx +1F1ly)

erfiillt. Geben Sie dazu geeignete Raume X und Y an und erklédren Sie, an welcher
Stelle Threr Rechnung die Regularitidtsforderung an den Rand von €2 eingeht.



