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Kapitel 1

Einleitung

Hyperbolische partielle Differentialgleichungen auf gekriimmten Oberflachen sind in
zahlreichen Anwendungen zu finden. So sind zum Beispiel die Flachwassergleichun-
genEl (Shallow Water Equations) auf der zweidimensionalen Sphére ein mathemati-
sches Modell zur Beschreibung von globalen Luft- und Wasserstrémungen, wie zum
Beispiel der Ozeanstromungen. Aber auch die Ausbreitung von Schallwellen auf
gekriimmten Oberflachen (z. B. [TNCY00]) sowie die Ausbreitung von magnetohy-
drodynamischen Wellen in der Tachocline-Region der Sonne (z. B. [Gil00, [SBGOI])
sind eine Anwendung dieses Typs von Gleichungen.

Weitere Beispiele findet man bei der Untersuchung relativistischer Strémungen in
der Nédhe von kompakten Objekten, wie Neutronensternen und schwarzen Loéchern.
Dort miissen die relativistischen Gleichungen der Hydrodynamik ([Fon03], [Fon08|
MMO03|, [PFIF98]) oder auch der Magnetohydrodynamik ([Fon08, [SS05], [DLSS05])
auf einer Raumzeit gelost werden, die durch die Gravitation des Objekts gekriimmt
ist.

1.1 Einschrankung auf skalare Gleichungen

Mathematisch betrachtet sind all diese Phéanomene durch ein hyperbolisches System
von Erhaltungsgleichungen auf einer gekriimmten Oberflache zu beschreiben. Aus
den entsprechenden Gleichungen im Euklidischen ist bekannt, dass sich deren allge-
meine theoretische Behandlung als dufserst schwierig erweist (siche z. B. [Kx697]).
Beschrénkt man sich jedoch, anstatt Systeme zu betrachten, auf skalare Erhaltungs-
gleichungen, dann sind Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir den euklidischen

'Einen Uberblick iiber Flachwassergleichungen im euklidischen Raum gibt zum Beispiel [Vre94].
Arbeiten zu Flachwassergleichungen auf einer schweren, rotierenden Sphére und deren numerische

Behandlung sind zum Beispiel [WDHT92| [Gir01], [CP96, [CHLOS, RBLO4., [Gir0()].

9



10 EINLEITUNG

Fall vorhanden ([Kru70]). Sogar physikalische Phdnomene wie zum Beispiel Schocks
und Verdiinnungswellen treten schon im Falle von skalaren Gleichungen auf.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf skalare Erhaltungsgleichungen auf ge-
kriimmten Oberflachen, oder allgemeiner, auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten,
als Modellproblem fiir entsprechende Systeme von Erhaltungsgleichungen. Die zen-
trale Gleichung dieser Arbeit ist (B.1).

In den vergangenen fiinf Jahren sind einige Arbeiten entstanden, die sich mit die-
ser Gleichung oder deren Verallgemeinerung auf Raumzeiten beschéftigen ([BALOT,
ABALOS, BAET09, [Gie09, LNOQ9, [ALOOS, OO, BLSS04]). Die erste Arbeit zu
diesem Thema scheint jedoch die von Panov [Pan97] aus dem Jahre 1997 zu sein.

Inhalt und Aufbau der hier vorliegenden Diplomarbeit werden im folgenden Ab-
schnitt vorgestellt.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel wollen wir die Grundlagen aus der Differentialgeometrie und
insbesondere der Riemannschen Geometrie bereitstellen, insofern sie in den restli-
chen Kapiteln verwendet und vorausgesetzt werden.

Mit den differentialgeometrischen Begrifflichkeiten sind wir in der Lage, in Kapitel
3 einen geeigneten Losungsbegriff fiir unsere Gleichung zu entwickeln, der analog
zum Begriff der Entropielésung im Euklidischen sein wird.

Zentral in dieser Diplomarbeit ist das Hauptresultat aus Kapitel 4, eine Abschét-
zung der Totalvariation der Entropielosung fiir den Fall von zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeiten. Dabei konstruieren wir Viskositatslosungen und schétzen deren To-
talvariation gleichméfig ab. Mit einem Kompaktheitssatz folgt dann die Konvergenz
der Viskositatslosungen gegen eine Entropielosung und die schon erwahnte Total-
variationsabschéitzung. Ein Beispiel illustriert, dass bessere Abschatzungen nicht zu
erwarten sind.

Da die Totalvariation von Entropielésungen im zeitlichen Verlauf ansteigen kann,
fiihren wir in Kapitel 5 einen modifizierten Begriff der Totalvariation, die soge-
nannte Totalvariation entlang von Vektorfeldern, ein und zeigen, unter welchen
Bedingungen sie durch die Anfangsdaten beschréinkt bleibt.

In Kapitel 6 wenden wir uns dem wichtigen Spezialfall der zweidimensionalen
Sphére zu. Wir fiihren einerseits sphéarische Koordinaten ein, betrachten die Spha-
re aber auch aus der Perspektive einer in den R? eingebetteten Mannigfaltigkeit
und untersuchen, welche Form die Erhaltungsgleichung (BI1]) in der jeweiligen
Betrachtungsweise annimmt. Weiter iiberlegen wir, wie man divergenzfreie Vektor-
felder auf der Sphére konstruieren kann, denn Divergenzfreiheit des Flusses ist in der
Existenztheorie und in der Totalvariationsabschétzung eine Voraussetzung. Schliefs-
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lich entwickeln wir ein Beispielproblem, das dquivalent zu einem eindimensionalen
Problem mit periodischen Randbedingungen ist und zu numerischen Testzwecken
dienen wird.

Auf die Arbeit der beiden vorangegangenen Kapitel bauen wir in Kapitel 7 auf,
indem wir die Bedingungen, unter denen die Totalvariation entlang von Vektorfel-
dern im zeitlichen Verlauf nicht anwichst, fiir die zweidimensionale Sphére genauer
untersuchen und handlichere, dazu dquivalente Bedingungen herleiten.

Kapitel 8 widmet sich schliefslich einem Finite Volumen Verfahren zur Berech-
nung von Naherungslosungen. Es werden sowohl das Verfahren mit der zugehorigen
Triangulierung einer Mannigfaltigkeit definiert als auch die Konvergenz dieses Ver-
fahrens bewiesen. Grundlage des Verfahrens bilden numerische Flussfunktionen, die
konsistent, erhaltend und monoton sind.

Auf die Arbeit des vorangegangenen Kapitels aufbauend, beschéftigt sich Kapitel
9 mit der Implementierung des Finite Volumen Verfahrens aus Kapitel 8, die im
Rahmen dieser Diplomarbeit stattfand. Es werden Testprobleme formuliert, anhand
derer numerische Experimente gemacht wurden. Dabei untersuchen wir experimen-
tell die Konvergenz des Verfahrens und die zeitliche Entwicklung der Totalvariation.
In Kapitel 10 fassen wir die Ergebnisse der Diplomarbeit zusammen und ordnen
sie in die bestehende Literatur ein. Im Anschluss wird ein kurzer Ausblick auf
mogliche Erweiterungen gegeben.
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Kapitel 2

Hilfsmittel der Riemannschen
(zeometrie

In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen der Differentialgeometrie und insbe-
sondere die der Riemannschen Geometrie prisentieren, soweit diese fiir das Ver-
stdndnis der weiteren Kapitel benotigt werden. Grundbegriffe der Topologie, wie
sie im Anhang von [Lec03] zu finden sind, werden an dieser Stelle vorausgesetzt.
Wir orientieren uns bei dieser Einleitung an [Lee03].

2.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei der R" versehen mit der Standardtopologie. Mannigfaltigkeiten
sind Mengen, die mit einer Topologie ausgestattet und lokal mit dem R" identifi-
zierbar sind. Das bedeutet, dass jeder Punkt der Mannigfaltigkeit eine Umgebung
besitzt, die homéomorph zu einer offenen Teilmenge vom R”™ ist. Diese Eigenschaft
und einige weitere Forderungen finden sich in folgenden Definitionen wieder.

Definition 2.1.1 (Karte, Atlas, Mannigfaltigkeit). Sei M ein topologischer
Hausdorffraum mat abzdhlbarer topologischer Basis.

1. Eune n-dimensionale Karte von M ist ein Homdomorphismus ¢ : U — U zwi-
schen offenen Mengen U C Mund UCR" (siehe Abbildung[21]). Wir nennen

U das Kartengebiet und U das Pammetergebzet von . Die Elemente von U
heiflen lokale Koordinaten und o=+ U —U heifst lokale Parametrisierung
von M.

2. Ein n-dimensionaler (C°-)Atlas von M ist eine Familie A von n-dimensionalen
Karten ¢; : U; — U1 € I, mit Uiel U; = M. Hierbei ist I eine beliebige In-
dexmenge.

13



14 HILFSMITTEL DER RIEMANNSCHEN GEOMETRIE

3. M heift n-dimensionale (C°-)Mannigfaltigkeit, falls M einen (C°-)Atlas be-
sitzt.

Abbildung 2.1: Karte.

Bemerkung 2.1.2. Eine gebrduchliche Kurzschreibweise fir “Sei M eine n-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit” ist “Sev M™ eine Mannigfaltigkeit”. Hier dient das hoch-
gestellte n zur Angabe der Dimension der Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 2.1.3 (Offene Untermannigfaltigkeit). Sei M™ eine Mannigfaltigkeit
mit Atlas A und sei U C M eine offene Teilmenge von M. Dann ist durch

Ay :={(V,0) |V =W NU und ¢ = |y fir eine Karte (W, 1)) € A}

ein Atlas auf U definiert. Somit ist jede offene Teilmenge von M selbst eine Man-
nigfaltigkeit. Wir nennen U eine offene Untermannigfaltigkeit von M.

2.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 2.2.1 (Koordinatenwechsel, C*-vertriglich). Zwei Karten o; : U;
— Ui,i € {1,2} einer Mannigfaltigkeit M™ heiflen C*-vertriglich, wenn der so-
genannte Koordinatenwechsel oy o o' @ o (Uy NUy) — @o(Up N Us) ein CF-
Diffeomorphismus ist (siehe Abbildung[2.2).

Definition 2.2.2 (Differenzierbare Mannigfaltigkeit). Ein C°-Atlas A einer
Mannigfaltigkeit M™ heifit C*-Atlas, wenn alle Karten aus A untereinander C*-
vertréiglich sind. Ein C*-Atlas A ist mazimal, wenn jede Karte von M, die C*-
vertraglich mit allen Karten aus A ist, schon in A enthalten ist. Hat M einen
mazimalen C*-Atlas, dann nennt man M eine C*-Mannigfaltigkeit. Fiir den Fall
k = oo heifit M auch glatte Mannigfaltigkeit oder differenzierbare Mannigfaltigkeit.
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\\\\"‘/’glel(Ul) 802(U2)

Abbildung 2.2: Koordinatenwechsel.

Klassische Beispiele fiir glatte Mannigfaltigkeiten sind der euklidische Raum R",
die Sphére S™, der Torus 7™ und der reelle projektive Raum P"(R). Da die Sphére
in dieser Arbeit der wichtigste Spezialfall sein wird, méchten wir die stereografische
Projektion als Beispiel fiir einen differenzierbaren Atlas der Sphére und die sphéri-
schen Koordinaten als Beispiel fiir eine gebrduchliche Parametrisierung der Sphére
vorstellen.

Beispiel 2.2.3 (Sphire S"). FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit kann durch die
Einheitssphire S" = {(z,t) e R" x R | x*+t* =1} gegeben sein.

a) Stereografische Projektion Mit den Definitionen

Ui = {eeS |24 (0,...,0,1) = N}, ¢: U —R",
X
gOl(.’L',t) = 1——t7
Uy = {zeS"|z#(0,...,0,-1) =5}, ¢2:U; »R",
X
t) =
SOQ('I?) 1+t

ist A= {1, 2} ein C*-Atlas.

b) Sphirische Koordinaten Im Fall n = 2 kann jeder Punkt x € S* durch die
Angabe seines Breitengrades ¢ € [0,27n| und Lingengrades 0 € [0, 7] darge-

stellt werden. Wir schreiben dann x = x(p,0) = (cos psinf, sin g sin, cos 6)
(siehe Abbildung[Z.3).

Bemerkung 2.2.4. Die Abbildung x(-,-) aus Beispiel [ZZ3 b) ist zwar surjektiv,
jedoch st sie weder injektiv, noch hat sie einen offenen Definitionsbereich. Darum
ist sie keine lokale Parametrisierung im Sinne von Definition[2Z11. Trotzdem sind
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T3

x

Abbildung 2.3: Sphérische Koordinaten.

die sphdrischen Koordinaten eine sehr wichtige Parametrisierung der Sphdre. Man
beachte, dass die FEinschrinkung von x(-,-) auf die Menge Q := (0,27) x (0, )
injektiv und ein Homdomorphismus auf ihr Bild x(Q) C S? ist. Die Umkehrabbildung
x‘;l ist somit eine Karte des S*.

2.3 Differenzierbarkeit

Die Definition von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten versetzt uns in die Lage,
differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten einfithren zu kénnen.

Definition 2.3.1 (Differenzierbarkeit). FEine Abbildung F': M — N zwischen
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und N heifit k-mal stetig differenzierbar
oder von der Klasse C*, falls fiir alle p € M eine Karte o : U — o(U) von M
mit p € U und eine Karte ¢ : V. — (V) von N existiert, so dass F(U) C V
und o Fop™ € C*(p(U),v(F(U))). Eine solche Abbildung heifst Diffeomorphis-

mus, falls sie bijektiv und in beide Richtungen von der Klasse C™ ist. Siehe dazu

Abbildung [2.4)

Bemerkung 2.3.2. Da nach Definition[Z.2.3 die Kartenwechsel bei differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten Diffeomorphismen sind, ist der Begriff der Differenzierbar-
keit (siehe Definition [2.31) koordinatenunabhdngig, das heifit unabhdingig von der
Wahl einer Karte.
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Abbildung 2.4: Differenzierbare Abbildung.

Bemerkung 2.3.3 (C*(M)). Fir eine C*°-Mannigfaltigkeit M™ macht aufgrund
der Definition[2.31 die Bezeichnung C*°(M) nun Sinn, da der reelle Raum R, mit
der Identitit id : R — R als Karte, eine C*°-Mannigfaltigkeit ist. Es ist

C¥(M):={g9: M —R|goyp '€ CU),R) fir jede Karte ¢ : U — o(U)}

2.4 Tangentialvektoren

Um Erhaltungsgleichungen auf Mannigfaltigkeiten formulieren zu kénnen, miissen
wir uns iiberlegen, wie der Fluss der gesuchten Grofe zu modellieren ist. Eine solche
Modellierung des Flusses muss eine Richtung und einen Betrag angeben, so dass die
gesuchte Grofse ein infinitesimal kleines Stiick in diese Richtung “flieken” kann, ohne
die Mannigfaltigkeit zu verlassen. Zu diesem Zweck fiihren wir Tangentialvektoren
ein.

In der Literatur sind verschiedene gingige Definitionen von Tangentialvektoren
zu finden, zum Beispiel eine geometrische, eine algebraische und eine theoretisch-
physikalische. Dabei erweist sich der anschauliche geometrische Zugang (siehe Ab-
schnitt 2.6]) in der Anwendung meist als der miithsamste und unhandlichste, der
algebraische dagegen als der fiir die Berechnungen zuginglichste. Daher werden
wir uns in dieser Arbeit auf die algebraische Definition, mithilfe von Derivationen,
konzentrieren.
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Definition 2.4.1 (Derivationen, Tangentialraum). Sei M eine C*°-Mannig-
faltigkeit und p € M. Eine Derivation an p ist eine lineare Abbildung X : C*°(M) —
R, welche die LeibnizregeEl erfillt, das heifst

X(f9) = Fp)X(9) + 9(p)X(f)

fir alle f,g € C®°(M). Diese Derivationen bilden auf natirliche Weise einen re-
ellen Vektorraum; dies ist der Tangentialraum T,M. Ein Element aus T,M heifst
Tangentialvektor in p.

Diese Definition von Tangentialrdumen scheint zunéchst sehr abstrakt. In einer kon-
kreteren Sichtweise lassen sich Tangentialvektoren als Richtungsableitungen auffas-
sen. Im Fall M = R™ (mit der Identitit als Karte) definiert man fiir einen Vektor
v=(vl,...,v") € R" die Richtungsableitung einer glatten Funktion f:R" — R in
Richtung v an einem Punkt a € R™ durch

fla+tv) = Zvigfi (a). (2.4.1)

t=0 i=1

D,f(a) := 4

Die Abbildung f — D, f(a) ist offenbar eine Derivation an a. Tatséchlich ist sogar
jede Derivation von C*°(R") von der Form der rechten Seite von Gleichung (2:4.1])
([Lee03], Proposition 3.2]), was zu folgendem Korollar ([Lee03], Corollary 3.3|) fiihrt.
Siehe dazu auch Abbildung

Korollar 2.4.2. Fiir ein beliebiges a € R™ bilden die n Derivationen

9 9

dx| = Oam|,]
definiert durch

0 af

ot (f) = ot (a’)a

eine Basis von T,R"™.

Da wir Tangentialvektoren an einer allgemeinen Mannigfaltigkeit als Derivationen
definiert haben, ist es nur natiirlich, sie auch als Richtungsableitungen zu betrach-
ten. Konkret kann man fiir einen Tangentialvektor X (als Derivation gesehen) von
M an einem Punkt p die Richtungsableitung von einer Funktion f € C*°(M) in
Richtung X wie folgt definieren:

Dx(f) = X(f)-

'Die Leibnizregel ist eine gewisse Produktregel.
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R2

T,R?

Abbildung 2.5: Tangentialraum 7,R? an a € R2.

Noch konkreter werden Tangentialvektoren, wenn man sie lokal mithilfe von Karten
beschreibt. Dazu miissen wir das Verhalten von Tangentialvektoren unter glatten
Abbildungen (wie z. B. Karten) studieren und fiithren zu diesem Zwecke den soge-
nannten Pushforward ein. Siehe dazu auch Abbildung

Definition 2.4.3 (Pushforward). Seien M und N differenzierbare Mannigfaltig-
keiten und F': M — N wvon der Klasse C*°. Fiir p € M definieren wir den Push-
forward als Abbildung F, : T,M — TN durch

(F.X)(h) = X(ho F),
fir X € T,M und h € C*(N)

Der Pushforward hat folgende Eigenschaften (JLee03, Lemma 3.5]).

Lemma 2.4.4 (Eigenschaften des Pushforward). Seien F': M — N und G :
N — P differenzierbare Abbildungen zwischen C*-Mannigfaltigkeiten und sei p €
M. Dann gilt

1. F, : T,M — Tp@,)N ist eine lineare Abbildung.
2. (GoF), = (G.oF): T,M — Towg) P

3. Falls F' ein Diffeomorphismus ist, dann ist F, : Ty,M — Tp@) N ein Vektor-
raumisomorphismus.

Der Tangentialraum ist bisweilen durch seine Wirkung auf glatte Funktionen, die auf
der ganzen Mannigfaltigkeit definiert sind, bestimmt. Dahingegen sind Karten im
Allgemeinen nur auf offenen Teilmengen definiert. Die folgende Proposition ([Lee03]
Proposition 3.6]) garantiert uns, dass der Tangentialraum wirklich eine rein lokale
Konstruktion ist.
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N

Y i 4 4

holF

Abbildung 2.6: Pushforward: (F.X)(h) = X(ho F).

Proposition 2.4.5. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, p € M, und X € T,M. Falls
zwet glatte Funktionen f und g auf einer offenen Umgebung von p iibereinstimmen,
dann gilt X(f) = X(g).

Somit kénnen wir den Tangentialraum einer offenen Teilmenge kanonisch mit dem
Tangentialraum der ganzen Mannigfaltigkeit identifizieren ([Lee03|, Proposition 3.6]).

Proposition 2.4.6. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, U C M eine offene Unter-
mannigfaltigkeit und bezeichne v : U — M die Inklusion. Dann ist fiir alle p € M
der Pushforward v, : T,U — T,M ein Vektorraumisomorphismus.

Im Folgenden werden wir daher nicht mehr zwischen 7,U und T, M unterscheiden.
Insbesondere heifit das, dass wir einen Vektor X € 7,,M auf eine Funktion f : U —
R, die nur in einer offenen Umgebung U von p definiert ist, anwenden kénnen, da
X (f) nur von den Werten von f in einer kleinen Umgebung von p abhéngt.

Lokale Darstellung von Tangentialvektoren

Sei nun (U, ¢) eine Karte einer C'*°-Mannigfaltigkeit M. Da ¢ : U — ¢(U) C R" ein
Diffeomorphismus ist, ist nach Lemma 2.4.4] ¢, : T,M — T,,)R" ein Vektorraumi-
somorphismus. Geméf Korollar bilden die Derivationen %\Sa(p),i =1,...,n,
eine Basis des T,,;,)R". Und deshalb bilden die Pushforwards dieser Vektoren unter
(¢71). eine Basis des T,M (siche Abbildung 7). Wir schreiben fiir diese Vektoren

0
ox’

0
* Ot

= ()

p

»(p)

Die Vektoren aa¢
" 1p

Basis des T),M, die wir die Koordinatenbasis nennen. Unter Ausnutzung der obigen

heifsen die von ¢ erzeugten Koordinatenvektoren. Sie bilden eine
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P

//j n Rn
M T@Q(p)R

Abbildung 2.7: Koordinatenbasis.

Definitionen sehen wir, dass ein Koordinatenvektor a?;i , auf eine glatte Funktion
g : U — R wie folgt wirkt.
0 0 99 ,
| (@) =55 (gov)=750),
o' | Ox o(0) Ox

wobei g := g o ¢! die lokale Reprisentation von g ist und p = (p1,...,pn) = ©(p)
die lokale Représentation von p.

Wir kénnen somit nach Wahl einer Karte (U, ) jeden Tangentialvektor X € T,M
eindeutig als Linearkombination der Koordinatenvektoren schreiben, das heifst

X=>X o (2.4.2)
=1

p
mit (X1!,..., X") € R,
Wir lassen im Folgenden oft die Vor- oder Hinterschaltung der Karte weg, wenn es

zu keinen Missverstdndnissen kommt, welche Karte dabei gemeint ist. Wir schreiben
also

dg g

Einsteinsche Summenkonvention

bl
oxt
chung ([Z4.2)) das Summationszeichen wegzulassen. Ab sofort ist in dieser Arbeit
bei Termen, in denen derselbe Index einmal oben und einmal unten auftaucht, die

Eine géngige Notation ist, bei einem Term wie zum Beispiel > | X" , in Glei-
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Summe iiber diesen Index von 1 bis zur Dimension der zugrunde liegenden Man-
nigfaltigkeit gemeint. Es ist also

B ZXZ ozt

p i=1

0

Xt :
oxt

P

Bemerkung 2.4.7 (Lokale Darstellung des Pushforward). Wir wollen unter-
suchen, wie der Pushforward auf einen Tangentialvektor in lokaler Darstellung
wirkt. Sei dazu F' - M™ — N eine glatte Abbildung zwischen C*°-Mannigfaltigkeiten.
Fiir Karten (U, ) von M in der Umgebung von p € M und (V,¢) von N in der
Umgebung von F(p) haben wir fir F die lokale Reprdsentation

F\:woFogp’l:go(UUFfl(V)) — (V).

Mit der Bezeichnung der Koordinaten des Definitionsbereichs von F mit (... 2™)
und denen des Zielbereichs mit (y*,...,y") finden wir fiir einen Vektor X = X' a(zi

T,M unter dem Pushforward F., dass fir alle Funktion h € C*(N) gilt

F., <Xi i ) (h) = X'F, < a'
» or’

S
p

;0
p> () =X ozt

(hoF)

P

oxt

Qo Poe) () xidlhiovTovoFopm) (),
= 2E2)  (r) 2 ) = X ST ) o o

Wir sehen hier, dass die lokale Darstellung des Pushforward von F' der Jakobimatriz
der lokalen Reprdsentation von F' entspricht. Der Pushforward ist somit eine koordi-
natenunabhdngige Konstruktion, die im Euklidischen der Jakobimatrixz entspricht.
Deshalb wird der Pushforward oft Differential, totales Differential oder Ableitung
genannt. Eigenschaft (3) aus Lemma entspricht damit im FEuklidischen der
Kettenregel.

2.5 Vektorfelder

Der Fluss von Erhaltungsgleichungen auf Mannigfaltigkeiten wird durch Vektor-
felder modelliert. Wir sind nun in der Lage, Vektorfelder einzufithren und definie-
ren dafiir zunéchst das Tangentialbiindel T'M als die Zusammenfassung aller Tan-
gentialvektorrdume einer C'°°-Mannigfaltigkeit M durch die disjunkte Vereinigung
TM = Uycp T,M. Man kann zeigen ([Lee03, Lemma 4.1]), dass T'M auf natiir-
liche Weise eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Vektorfelder sind wie folgt
definiert. (Siehe Abbildung 2.8])
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Definition 2.5.1 (Vektorfeld). Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld
auf M ist eine Abbildung X : M — TM, so dass X (p) € T,M fir alle p € M.

Abbildung 2.8: Vektorfeld auf der 2-Sphére.

Lokale Darstellung von Vektorfeldern
Ein Vektorfeld X einer C*°-Mannigfaltigkeit M kann lokal, fiir eine Karte (U, ),

in jedem Punkt p € U in der Koordinatenbasis a?ci , geschrieben werden als
0

-1
axp

X(p) = X'(p)

Fiir eine Karte (U, ¢) werden dadurch n Funktionen X' : U — R, i = 1,...,n,
definiert, welche Komponentenfunktionen von X genannt werden.

Definition 2.5.2 (Differenzierbares Vektorfeld). Ein Vektorfeld X auf einer
C>=- Mannigfaltigkeit M heifst differenzierbar (oder von der Klasse C* ), wenn fiir al-
le Karten von M die zugehdrigen Komponentenfunktionen X* differenzierbar (oder
von der Klasse C*) sind. T (M) bezeichnet die Menge aller differenzierbaren Vek-
torfelder auf M.

Bemerkung 2.5.3. Eine zu Definition [2.5.3 dquivalente Definition der Differen-
zierbarkeit von Vektorfeldern ist es, zu fordern, dass das Vektorfeld X : M — T M
als Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten differenzierbar (oder von der Klasse C*)

ist ([Lee03, Lemma 4.2]).
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Satz 2.5.4 (Satz vom gekdmmten Igel). Auf einer Sphdre S™ gibt es genau dann
ein stetiges, nirgends verschwindendes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Beweis: Siche zum Beispiel [Lee03] Seite 386] oder [AMRSS], Seite 547 (Hairy Ball
Theorem)|.

Man kann ein differenzierbares Vektorfeld X auf einer C*°-Mannigfaltigkeit M auch

als Operator auf dem Raum der differenzierbaren Funktionen auffassen, das heift
X : C®(M) — C*(M). Wir schreiben fiir ein h € C*°(M) und p € M

Somit ist X (h) € C*°(M) und fiir ein weiteres Vektorfeld Y € 7 (M) ist nun auch
Y(X(h)) € C*(M) wohldefiniert. Die Abbildung Y o X mit (Y o X)(p)(h) :=
Y (X(h))(p) ist jedoch kein Vektorfeld, da es die Leibnizregel nicht erfiillt. Die fol-
gende Definition gibt an, wie man zwei Vektorfelder verkniipfen kann, um ein neues
Vektorfeld, die sogenannte Lie-Klammer, zu erhalten.

Definition 2.5.5 (Lie-Klammer). Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und X,Y €
T(M). Die Lie-Klammer von X wund Y ist ein Operator [X,Y] : C®°(M) —
C*(M), definiert durch

(X, Y](h) :=X(Y(h)) =Y (X(h)) fir alle h € C*(M).
FEine andere Schreibweise fir die Lie-Klammer ist LxY = [X,Y].

Lemma 2.5.6 ([Lee03], Lemma 4.12). Mit den Notationen aus Definition[Z.5.3
definiert die Lie-Klammer durch [X,Y](p)(h) := [X,Y](h)(p) fir p € M ein diffe-
renzierbares Vektorfeld [X,Y]: M — TM .

2.6 Kurven

Kurven sind ein zentraler Begriff in der Differentialgeometrie. So bedient sich zum
Beispiel die geometrische Definition von Tangentialvektoren der Kurven. Auch in
dieser Arbeit werden wir die Definition von Kurven bendétigen.

Definition 2.6.1 (Kurve). Eine Kurve in einer Mannigfaltigkeit ist eine stetige
Abbildung v : J — M, wober J C R ein Intervall ist.

Bemerkung 2.6.2. Fiir ein offenes Intervall J und eine C*-Mannigfaltigkeit M
ist es sinnvoll, von C*-Kurven v : J — M zu sprechen, da die Kurve vy dann eine
Abbildung zwischen C*-Mannigfaltigkeiten ist.
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Lemma 2.6.3 (JLee03|, Lemma 6.17). Falls M eine zusammenhingende C™-
Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen zwei beliebige Punkte aus M durch eine stiickweise
C>°-Kurve miteinander verbunden werden.

Unsere Definition von Tangentialvektoren als Derivationen erlaubt es uns, von Tan-
gentialvektoren an glatten Kurven zu sprechen (siehe Abbildung [2.9]).

Definition 2.6.4 (Tangentialvektor an einer Kurve). Sei v : J — M eine
Ct-Kurve in einer C*-Mannigfaltigkeit M. Ein Tangentialvektor an der Kurve vy
an der Stelle to € J ist

d
"(tg) = v — T\ M
7' (to) = p tOE (o) M,

den Standardkoordinatenvekto fir T,y J bezeichnet. (Im eindimensio-
d
t

. g
wobes i ‘to

nalen Fall schreibt man 5 anstelle von %.)

Abbildung 2.9: Tangentialvektor an einer Kurve.

Mit den Notationen aus Definition 2.6.4] wirkt der Tangentialvektor 7/(¢y) durch

d

v (to)(h) = 7. pr

(=24

to

(hoy) = M0

to

auf Funktionen h € C*(M).

Lokale Darstellung von Kurven

Sei (U, ¢) eine Karte einer C'*°-Mannigfaltigkeit M und v : J — M eine Kur-
ve in M. Fiir ty € J mit y(tg) € U ist die lokale Représentation von 7 durch

2Der Standardkoordinatenvektor ist der von der Identitét als Karte erzeugte Koordinatenvek-
tor.
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(Y1), ...,7"(t)) := (p o )(t) gegeben, falls ¢t nahe genug bei ¢, ist. Die lokale
Darstellung des Pushforward (Bemerkung 24.7) sagt uns, dass wir 7/(fp) in der
Koordinatenbasis von T, M beziiglich der Karte (U, ¢) schreiben konnen als

0
oxt

¥ (to) =" (to) :
v(to)

Ein Vektorfeld und eine Kurve kénnen in Zusammenhang miteinander stehen, nam-
lich dann, wenn die Tangentialvektoren an der Kurve an jeder Stelle der Kurve den
Werten des Vektorfeldes an dieser Stelle entsprechen (Abbildung 2.10). Dies wird
in folgender Definition prézisiert.

Definition 2.6.5 (Integralkurve). Sei M eine C™-Mannigfaltigkeit und X €
T (M) ein Vektorfeld auf M. Fine Kurve v : J — M heifit Integralkurve des Vek-
torfeldes X, falls v € CY(J, M) und v' = X o~ gelten, das heifst

V(1) = X(y(1))
fir alle t € J. Man nennt v mazimale Integralkurve, falls es von X keine Integral-
kurve v : J — M mit J ;Cé J und |y =~y gibt. Eine Kurve v : J — M heifit Losung
des Anfangswertproblems fiir X zum Anfangswert p € M, falls

v =X oy und y(0) = p.

T~

Abbildung 2.10: Integralkurve « eines Vektorfeldes X.

2.7 Immersionen, Einbettungen, Untermannigfaltig-
keiten

Definition 2.7.1. Sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen C°-
Mannigfaltigkeiten. Wenn fiir jedes p € M die Abbildung Fy : T,M — Tpp)N
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ingektiv ist, dann heiffit F' Immersion. Ist F' zusdtzlich ein Homoomorphismus auf
sein Bild F(M) C N, so heifit F' differenzierbare Einbettung.

Die meisten vertrauten Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten erscheinen als Teilmengen
von anderen Mannigfaltigkeiten (z. B. vom R™). Um diese beiden Mannigfaltig-
keiten miteinander in Beziehung zu bringen, dient folgende Definition. Siehe dazu
Abbildung 2TT1

Definition 2.7.2 (Untermannigfaltigkeit). Sei M™ eine C*°-Mannigfaltigkeit.
FEine Teilmenge S C M heifst n-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit von M,
falls es fir alle p € S eine Karte (U, @) von M mitp € U gibt, so dass p(SNU) =
e(U) N (R* x {0}™") € R™. S ist dann insbesondere eine n-dimensionale C>-
Mannagfaltigkeit.

Abbildung 2.11: Untermannigfaltigkeit.

Der folgende Satz (vgl. [Lee03, Corollary 8.4]) charakterisiert Untermannigfaltig-
keiten genau als die Bilder unter differenzierbaren Einbettungen.

Satz 2.7.3. Sei S C M eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von M.
Die Inklusion v : S — M ist eine differenzierbare Einbettung. Umgekehrt ist auch fiir
eine differenzierbare Einbettung F' : M™ — N™ das Bild F (M) eine m-dimensionale
C*>-Untermannigfaltigkeit von N .
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Tangentialraum an einer Untermannigfaltigkeit

Falls S eine Untermannigfaltigkeit des R™ ist, dann stellen wir uns den Tangential-
raum 7,5 an einem Punkt p € S intuitiv als einen Unterraum des 7,R™ vor.
Ahnlich kénnen wir bei abstrakten Mannigfaltigkeiten vorgehen. Fiir eine C'*°-
Mannigfaltigkeit M mit der C*°-Untermannigfaltigkeit S C M ist die Inklusi-
on ¢t : S < M eine differenzierbare Einbettung und somit ist der Pushforward
L+ 1,8 — T,M fir jeden Punkt p € S injektiv. Das Bild X eines Tangentialvek-
tors X € 7,5 unter ¢, wirkt auf eine Funktion f € C'°(M) also wie folgt:

X(f) = (X)(f) = X(for) = X(fls).

Demzufolge macht es Sinn, den Tangentialraum 7},5 mit seinem Bild unter ¢, zu
identifizieren und somit als Teilraum des 7}, M aufzufassen.

Abbildung 2.12: Tangentialraum an der 2-Sphére.

Beispiel 2.7.4. Jede offene Teilmenge einer C*°-Mannigfaltigkeit ist eine C'*°-Un-
termannigfaltigkeit.

Beispiel 2.7.5 (Sphire). Die Sphire S® C R"™ ist eine n-dimensionale C*-Un-
termannigfaltigkeit des R (vgl. [Lee03, Example 8.7]). Die zugehérige Inklusion
L S" — R st eine differenzierbare Einbettung. An jeder Stelle p € S™ kin-
nen wir den Tangentialraum T,S™ also als n-dimensionalen Unterraum des T,R™**

auffassen (siehe Abbildung[2.13).
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Die Beantwortung der Frage, ob jede glatte, abstrakte Mannigfaltigkeit diffeomorph
zu einer Untermannigfaltigkeit eines euklidischen Raumes ist, ist zwar innerhalb
dieser Arbeit nicht notwendig, die Frage ist jedoch so grundlegend, dass wir hier
eine Antwort darauf wiedergeben mochten. Dabei zitieren wir an dieser Stelle nicht
die Arbeit von Whitney [Whi36] aus dem Jahre 1936, sondern ein etwas jiingeres,
verbessertes Resultat, welches von Whitney in [Whi44a] und [Whid4b] bewiesen

wurde.

Satz 2.7.6 (Starker Einbettungssatz von Whitney). Fir n € N gibt es zu
jeder n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine differenzierbare Ein-
bettung in den R?".

Beweis: Siehe zum Beispiel auch [Lee03, Theorem 10.15, Seite 251].

Korollar 2.7.7. Fir n € N ist jede n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-

keit diffeomorph zu einer abgeschlossenen eingebetteten Untermannigfaltigkeit des
R2",

Beweis: Siehe zum Beispiel [Lee03], Corollary 10.12, Seite 251].

2.8 Kovektoren

Definition 2.8.1 (Dualraum, Kovektor). Fir einen Vektorraum V' diber R be-
zetchnen wir den Dualraum von V- mit

V*i={l:V = R|1 ist linear} .
Ein Element | € V* heifst Kovektor von V.

Die Aussagen der folgenden Bemerkung kennen wir aus der linearen Algebra.

Bemerkung 2.8.2. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tdber R mit Dualraum
V*. Dann gilt

1. Falls {vy,...,v,} eine Basis von V ist, so bilden die Kovektoren {w",... w"},
definiert durch w'(a’v;) := a', fiira’ € R, eine Basis von V*. Diese Basis heifst
die zu {v;} duale Basis.

2. Fiir allev € V gilt v = w'(v)v; und fiir alle w € V* gilt w = w(v;)w".

Wir schreiben Basiskovektoren immer mit oberen Indizes und die Komponenten
eines Kovektors mit unteren Indizes, so dass der gleiche Index bei einer impliziten
Summation grundsétzlich einmal unten und einmal oben auftaucht.
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2.8.1 Kovektoren auf Mannigfaltigkeiten

Den obigen allgemeinen Fall {ibertragen wir jetzt auf Mannigfaltigkeiten. Dabei
wird der allgemeine Vektorraum V' durch den Tangentialraum 7,M einer C°-
Mannigfaltigkeit M in einem Punkt p € M ersetzt. Fiir dessen Dualraum (7,M)*
schreiben wir 7M. Eine Karte (U, ¢) von M liefert an jedem Punkt p € M die Ko-
ordinatenbasis {0/0z"|p} und somit auch eine zu {9/9z*|p} duale Basis des T,y M,
die wir mit {dz’|,} bezeichnen. Dafiir gilt dann

; 0 a1 fallsi=j
da'ly (@’p) =9 '_{ 0 falls i # j.

Jeder Kovektor w € Ty M kann also geschrieben werden als w = w;dz'|,, wobei

w; = &Eip .

2.8.2 Kovektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Zunichst definieren wir das Biindel der Kovektoren 7% M einer C'*°-Mannigfaltigkeit
M durch

M= ] ;M.

peEM

Definition 2.8.3 (Kovektorfeld). Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Ein Kovek-
torfeld auf M ist eine Abbildung w : M — T*M, so dass w(p) € TyM fiir alle
pe M.

Lokale Darstellung von Kovektorfeldern

Analog zu einem Vektorfeld kann auch ein Kovektorfeld w einer C*°-Mannigfaltigkeit
M lokal fiir eine Karte (U, ¢) in jedem Punkt p € U in der zur Koordinatenbasis
dualen Basis {dz'|,} geschrieben werden:

w(p) = w;(p)da’|,.

Fiir eine Karte (U, ¢) werden dadurch n Funktionen w; : U — R, i = 1,...,n,
definiert, welche Komponentenfunktionen von w genannt werden. Fiir diese gilt

welterhin
)
p

wi(p) = w(p) ( e
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Definition 2.8.4 (Differenzierbares Kovektorfeld). FEin Vektorfeld w auf ei-
ner C*- Mannigfaltigkeit M heifit differenzierbar (oder von der Klasse C*), wenn

fiir alle Karten von M die zugehérigen Komponentenfunktionen w® differenzierbar
(oder von der Klasse C*) sind.

2.8.3 Das Differential einer Funktion

Definition 2.8.5 (Differential einer Funktion). Fir eine glatte reellwertige Funk-
tion u auf einer C*°-Mannigfaltigkeit M definieren wir das Differential du : M —
T*M von u durch

du(p)(X(p)) = X(p)(w) fir X(p) € T,M. (2.8.1)
Damit ist du ein glattes Kovektorfeld auf M ([Lee03, Lemma 6.7]).

Lokale Darstellung von du

Um genauer zu sehen, wie das Differential einer Funktion aussieht, betrachten wir
seine lokale Darstellung. Sei dazu (U, ¢) eine Karte einer C'*°-Mannigfaltigkeit M.
Die Komponenten A; des Differentials du einer Funktion v € C°°(M) in der zur
Koordinatenbasis dualen Basis {dz’|,} lauten im Punkt p € U nach Definition des

Differentials
) G,
» ox?

Dies fiihrt zur folgenden Formel fiir die lokale Darstellung von du(p):

_8u

ou
(u) = -
» ox

A;(p) = du(p) ( aii (p)-

Oder als Gleichung fiir Kovektorfelder:
ou . .
du = —dx".
YT 9

Bemerkung 2.8.6. Seien u und M wie in Definition[2.8.3. Nach der Identifikation
TupR = R ist der Pushforward von w gemdf Definition [2.4.3 eine Abbildung u, :

T,M — R mit
.0
| X' =—
" ( Oxt
fir X € T,M.
Die Definition des Differentials einer Funktion entspricht also der Definition des
Pushforward und ist somit konsistent mit der Kettenregel (vgl. Lemma[24.4, (2)).

. Ou
=X'— = X
) o= du(X)
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Beispiel 2.8.7 (Ableitung einer Funktion entlang einer Kurve). Seien u und
M wie in Definition 283 und sei v : J — M eine Ct-Kurve. Fiir die Ableitung
der Abbildung uo~y : J — R an der Stelle t € J gilt aufgrund der Kettenregel (siche
Lemma 274, (2) und Bemerkung[2.8.0)

(wo ) (t) = du(v()) (Y (1)) (2.8.2)

2.9 Kovariante Tensoren

Definition 2.9.1 (r-fach kovarianter Tensor). Sei V' ein Vektorraum dber R.
FEine multilineare (das heifit in jedem FEintrag lineare) Abbildung

T:Vx...xV—=R
—_———

r-mal

heifit r-fach kovarianter Tensor, Tensor der Stufe (r,0) oder (r,0)-Tensor (jeweils
tiber V). Die Menge der (r,0)-Tensoren iber V', bezeichnet mit T"(V'), bildet einen
Vektorraum tber R.

Beispiel 2.9.2 (Kovektor).

1. Jeder Kovektor w : V. — R st ein 1-fach kovarianter Tensor tiber V und
umgekehrt. Das heifst T (V) = V*.

2. Ein 2-fach kovarianter Tensor tiber V' heifit auch Bilinearform. Ein Beispiel
dafiir ist das Skalarprodukt im R™.

Um systematisch eine Basis des T (V') zu entwickeln, fithren wir das Tensorprodukt
ein.

Definition 2.9.3. Sei V' ein Vektorraum iber R, S € T™ (V) und T € T (V). Die
Abbildung

ST :Vx...xV—->R,
————

ri1+ro-mal

definiert durch
ST (X, ., Xpyim) =S Xy, o, X)) T (X a1y, X))

fir X; € V, 1 =1,...,r1 + 19, heifst Tensorprodukt von S und T'. S ® T ist linear
in jedem Eintrag und somit ein (r1 + 19)-fach kovarianter Tensor tiber V.



KOVARIANTE TENSOREN 33

Proposition 2.9.4 (|[Lee03|, Proposition 11.2). SeiV einn-dimensionaler Vek-
torraum iiber R mit Basis {vy,...,v,} und dazu dualer Basis {w',... w"}. Die
Menge der r-fach kovarianten Tensoren der Form w™ ®...Qw' firl <iy, ..., i, <
n bilden eine Basis des T"(V'). Somit ist dim(T"(V)) =n'.

Beispiel 2.9.5 (Bilinearform). Mit den Notationen aus Proposition kon-
nen wir fir den Fall “r = 27 jede Bilinearform T eindeutig schreiben als T =

ot J (T ' _ TR
Tijw' @ w?, wobei (Ty;),; <, €ine reelle n x n-Matriz ist.

2.9.1 Kovariante Tensoren auf Mannigfaltigkeiten

Analog wie fiir Kovektoren iibertragen wir das Konzept der kovarianten Tensoren
auf Mannigfaltigkeiten. Dabei wird der allgemeine Vektorraum V' wieder durch den
Tangentialraum 7, M einer C*°-Mannigfaltigkeit M in einem Punkt p € M ersetzt.
Eine Karte (U,¢) von M liefert an jedem Punkt p € M die Koordinatenbasis
{0/02|p} mit dualer Basis {dz’|,}. Somit bildet die Menge

{da"|, ® ... @dx"|,|1 <iy,....i, <n}
eine Basis des T"(T,M).

2.9.2 Kovariante Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Fiir eine C*°-Mannigfaltigkeit M definieren wir zunéchst das Tensorbiindel vom
Typ (r,0) durch

"M = | ] T"(T,M).

peEM

Definition 2.9.6 (Kovariantes Tensorfeld). Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit.
FEin r-fach kovariantes Tensorfeld (oder (r,0)-Tensorfeld) auf M ist eine Abbildung
T:M —T"M, so dass T(p) € T"(T,M) fir alle p € M.

Lokale Darstellung von kovarianten Tensorfeldern

Wie schon bei Vektor- und Kovektorfeldern kann auch ein r-fach kovariantes Ten-
sorfeld T einer C'*°-Mannigfaltigkeit M lokal fiir eine Karte (U, ¢) in jedem Punkt
p € U geschrieben werden:

-----

R, 1<iq,...,i, <n definiert. Als Gleichung fiir Tensorfelder kann 7" lokal als

.....
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geschrieben werden. Die Komponentenfunktionen T},

wie folgt berechnen:
- 0
= 1—‘1-1 ..... Z'le’“ < &
p) a[L‘ ' p

Definition 2.9.7 (Differenzierbares r-fach kovariantes Tensorfeld). Ein Ten-
sorfeld T auf einer C*°-Mannigfaltigkeit M heifit differenzierbar (oder von der
Klasse C*), wenn fiir alle Karten von M die zugehiérigen Komponentenfunktio-
nen T, i differenzierbar (oder von der Klasse C*) sind. T"(M) bezeichnet die
Menge aller differenzierbaren Vektorfelder auf M.

k. - U — R lassen sich nun

.....

0

’...’—kr
» or

T(p) < s

fir 1 <ky,.... k. <n.

Definition 2.9.8 (Pullback). Sei ' : M — N eine differenzierbare Abbildung
zwischen C*°-Mannigfaltigkeiten. Fir jedes p € M erhalten wir eine Abbildung
F*:T"(Tp@yN) — T7(T,M), die wir Pullback nennen, durch

(F*S)(X1,.... X,) = S(F,Xy,..., F.X,)

fir S € T"(TppN) und X; € T,M, i = 1,...,r. Hierbei bezeichnet F, den Pu-
shforward aus Definition[2.4.3. Den Pullback eines r-fach kovarianten Tensorfelds
T € T"(N) definieren wir durch

(F*T)(p) := F*(T(F(p)))-

Die Lie-Ableitung, die in Definition eingefiihrt wurde, kann man als Ablei-
tung eines Vektorfeldes beziiglich eines anderen Vektorfeldes auffassen. Es ist auch
moglich, kovariante Tensorfelder beziiglich eines Vektorfeldes abzuleiten.

Definition 2.9.9 (Lie Ableitung von kovarianten Tensorfeldern). Sei M ei-
ne C*°-Mannigfaltigkeit und T ein differenzierbares r-fach kovariantes Tensorfeld
auf M. Fir ein Vektorfeld X € T (M) definieren wir die Lie-Ableitung von T in
Richtung von X durch

(‘CXT> (Ylu"'u}/?“) =X <T<Y177}/7’))
—T(EXYi,Yé,,K»)——T(Yi,,Yk_l,EXY;f)

fir alle Vektorfelder Yy, ...,Y, € T(M).
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2.10 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

2.10.1 Die Riemannsche Metrik

Definition 2.10.1 (Riemannsche Metrik). Sei M eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik auf M ist ein differenzierbares (2,0)-Tensor-
feld g auf M, so dass fiir jedes p € M

g(p) : T,M x T,M — R

ein Skalarprodukt auf T,M ist. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar
(M, g), wobei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und g eine Riemannsche Metrik ist. Man
schreibt oft auch (X,Y), oder g(X,Y) anstelle von g(p)(X,Y) fir X,Y € T,M und
pe M.

Mithilfe der Riemannschen Metrik sind wir in der Lage, die Lédngen von Vektoren
und die Winkel zwischen ihnen zu messen.

Definition 2.10.2. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.

1. Die Norm bzw. die Linge eines Tangentialvektors X € T,M st defintert durch

| X g = \/ (X, X), = g@)(XaX)l/Q-

2. Der Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren X,Y € T,M\{0} ist das ein-
deutige 6 € [0, 7] mit

<X7Y>g
f) = g
os(0) = X1,

3. Zwei Tangentialvektoren X,Y € T,M heiffen orthogonal, falls (X,Y), = 0.

4. Falls v : [a,b] — M eine stickweise C*-Kurve ist, dann ist die Linge von v
definiert durch

Ly() = / ()], dt

Hier ist ~" wie in Definition[2.6.4) zu verstehen. Das obige Integral ist wohlde-
finiert, da |y'|, an allen bis auf endlich vielen Stellen definiert und stetig ist.

Es ist wichtig zu bemerken, dass L,(y) invariant unter Umparametrisierung
der Kurve vy ist (vgl. [LeeQ3, Proposition 11.15]).
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5. Die L>-Norm eines Vektorfelds X € T (M) ist definiert durch

| X[ oo a1y == sup [ X (p)]g-
peEM

Mithilfe von Kurven ist es moglich, den Abstand von zwei Punkten p,q € M einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) zu definieren.

Definition 2.10.3 (Abstandsfunktion). Sei (M, g) eine zusammenhdngendeﬁ Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit und p,q € M. Dann ist der Abstand von p und q defi-
niert durch

dy(p,q) = inf {Lg(v) ‘ v ist stiickweise C*-Kurve von p nach q} :

Da zwei Punkte einer zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit immer durch stickwei-
se C'-Kurven verbunden werden kénnen (Lemma [2.6.3), ist die Abstandsfunktion
dy(-, ) wohldefiniert.

Riemannsche Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und S C M eine C*°-Untermannigfal-
tigkeit. Mithilfe des Pullbacks kénnen wir nun ein differenzierbares (2, 0)-Tensorfeld
gls auf S definieren. Dazu definieren wir g|g := ¢*g, wobei ¢ : S < M die Inklusion
bezeichnet. Nach Definition gilt fiir zwei Tangentialvektoren X,Y € 7,,S mit p € S

(g|S)(X’ Y) = (L*g)(X7 Y) - g(L*X7 L*Y) = g(X’ Y),

wobei wir 7,5 als Unterraum des 7,M auffassen (vgl. Abschnitt Z7)). Somit ist
gls tatsichlich die Einschrinkung von g auf die zu S tangentialen Vektoren. Da die
Einschrankung eines Skalarprodukts auf einen Unterraum wieder ein Skalarprodukt
ist, ist g|g eine Riemannsche Metrik auf S und wird auch induzierte Metrik genannt.
S heiftt, mit dieser Metrik versehen, Riemannsche Untermannigfaltigkeit von M.

Definition 2.10.4 (Orthogonalvektor). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit S C M als C°°-Untermannigfaltigkeit. Ein Vektor X € T,M mitp € S
heifst orthogonal zu S, falls er beziiglich g orthogonal zu allen Vektoren aus T,S ist.

Beispiel 2.10.5 (Sphire). Die Sphire S* C R™™ ist eine n-dimensionale C>-
Untermannigfaltigkeit des R"™* (vgl. BeispielZ7.3). Das Standardskalarprodukt im
R G = (-, Ygn+1 induziert durch die Inklusion ¢ : S — R™*1 eine Riemannsche
Metrik g = g|sn := 1*g auf S™.

3Das heifit, dass M zusammenhingend ist.
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Lokale Darstellung der Riemannschen Metrik

Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) und eine Karte (U, ¢) hat g geméfs
Unterabschnitt lokal die Gestalt

wobei (g45), <ij<n €IDE symmetrische, positiv definite Matrix mit differenzierbaren
Funktionen g¢;; : U — R als Eintrégen ist. Diese lassen sich berechnen zu

o 0 ) 9
9ij =9 (%7 %) ; das heifst g;;(p) = g(p) (%

Das Skalarprodukt zweier Vektorfelder X, Y € 7 (M) kann demnach lokal als

g(X,Y) zg(Xi R ) :Xing( o ) = X'Ygi;.

0

, —
J
v ox

) fir p e U. (2.10.1)

p

xi’ " Ol Ot Ol
geschrieben werden.

Beispiel 2.10.6 (2-Sphére, die induzierte Metrik in lokalen Koordinaten).
Wir betrachten Beispiel 2101 fiir den Spezialfall n = 2 und wollen die lokale Dar-
stellung der induzierten Metrik g ausrechnen. Sei dazu (U, p) eine Karte der 2-
Sphire S* C R® (2. B. die sphirischen Koordinaten aus Beispiel [2223). Die zu
(U, ) gehdrigen lokalen Koordinaten bezeichnen wir mit (z');=1 2 und die Standard-
koordinaten von R® mit (T%)a=1.23. Die Standard-Riemannsche Metrik g des R® hat
damit die Komponenten Gog = dap fir o, 5 € {1,2,3}, wobei 0,5 das Kronecker-
Delta bezeichnet.
Sei & € T,S? fiir p € U. Dessen Pushforward 1. unter der Inklusion ¢ : S* — R3 ist
ein Element des TpRg. Falls (8’)@-:172 die Komponenten von & in der Koordinaten-
basis {0/0x'|p} des T,S* bezeichnen, dann ergibt sich gemdff Bemerkung[2.4.7 fiir
die Komponenten (1.£)* von 1.& in der Koordinatenbasis {0/07%|p} des T,R* die
folgende Gleichung:

T

(€)% = 5= ()¢

Nun konnen wir die lokale Darstellung der induzierten Metrik g beziiglich der lokalen

Koordinaten (x');—1 2 ausrechnen:
Jow| ) T g o) I\ o |t
0 oz’

a B
0 - or”
. p) (b* G p) = Jap(p) O (P)@(P)-

0

0
9i;(p) = g (%

, —
j
» or




38 HILFSMITTEL DER RIEMANNSCHEN GEOMETRIE

Da g das Standardskalarprodukt ist, gilt (g;;) = J'J, wobei

oz®
/= < oz’ )ae{l,z,:s}

ie{1,2}

die lokale Reprdsentation der Jakobimatrixz der Einbettung ¢ ist.

Wir bemerken abschliefend, dass sich mithilfe der Zerlegung der Eins (Lemma
2I12.0) zu jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik kon-
struieren lésst (vgl. [Lee03, Proposition 11.26]).

2.10.2 Der Gradient

Im euklidischen Fall (M = R") ist das Skalarprodukt zwischen dem Gradienten
V,f einer Funktion f € C*(R") und einem Einheitsvektor X € T,R" gleich der
Richtungsableitung von f in Richtung von X an der Stelle p, das heifst gleich X (f).
Wir definieren den Gradienten auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten anhand dieser
Eigenschatft.

Definition 2.10.7 (Gradient). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und
f e C®(M). Der Gradient von f ist das eindeutige Vektorfeld V,f € T (M), das

(Vo f(p), X)g = X(f)
fiir jeden Tangentialvektor X € T,M und p € M erfillt.

Bemerkung 2.10.8. Der Gradient ist wohldefiniert: Auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) erhdlt man an jedem Punkt p € M eine Abbildung g : T,M —
Ty M, die fir X € T,M durch

g X)(Y) =g9(p)(X,Y)=(X,Y), fir alleY € T,M

definiert ist. Dieses g ist ein Isomorphismus:

Man sieht sofort, dass g linear ist. Ist g(X) = 0 fir ein X € T,M, dann folgt
daraus, dass auch 0 = g(X)(X) = (X, X), ist, weshalb schon X = 0 sein musste.
Aus Dimensionsgriinden ist g somit bijektiv und ein Isomorphismus. Der Gradient
ist nun nichts anderes als g~ (df (p)), denn

(G (df(p), X)g =G (37 (df (p))) (X) = df (p) (X) = X(f)
fiir alle X € T,M.

Beispiel 2.10.9 (Ableitung einer Funktion entlang einer Kurve). Seien u,
M und v : J — M wie in Beispiel 2871 Nach (2.81), (2.83) und der Definition
des Gradienten (Definition[Z1077) gilt fir die Ableitung der Abbildung uo~y : J — R
an der Stellet € J

(wo ) (t) = (Vyu(y(t)), 7' (t)),- (2.10.2)
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Lokale Darstellung des Gradienten

Wir wollen die Komponenten des Gradienten in der Koordinatenbasis fiir eine
Karte (U, ¢) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M",g) berechnen. Sei dazu
feC®M)und p € U. Es gilt

<ng(p), %

Wenn wir die Komponenten des Gradienten in der Koordinatenbasis mit (V, f )l tiir
[ =1,...,n bezeichnen, dann ist Gleichung (2.I0.3]) dquivalent zu

_of
= 5 (p).

Wir bezeichnen die Inverse der Matrix (gi;(p)),<; ;<,, mit (97(P))1<i j<n- Multipli-

p> - g‘; (p). (2.10.3)

9i(®) (Vo) (p) (2.10.4)

zieren wir nun Gleichung (210.4) mit ¢ (p) und summieren (implizit) tiber 7, dann
erhalten wir

9 (D)) (Vf)' () = %) o)
& 5 (Vo) (p) = g (p) gg{; (p)
& (Vof) () = 9" (p) gi- (),

wobel 5{ das Kronecker-Delta bezeichnet. Somit lasst sich der Gradient lokal schrei-
ben als

af()i
&L’ip 8a:jp’

Vof(p) = 9" (p)

bzw. als Gleichung fiir Vektorfelder
L0 0
Oxt OxJ
Bemerkung 2.10.10. Die obige Berechnung der lokalen Komponenten des Gradi-

enten V,f zeigt uns, dass der Gradient von der Klasse C*~' ist, falls wir fir die
Funktion f die Klasse C* voraussetzen.

ng:g

2.10.3 Kiirzeste Verbindungen

Der Abstand zweier Punkte auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wurde durch
das Infimum iiber die Léngen der Kurven, welche die beiden Punkte verbinden,
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definiert (vgl. Definition 2.10.3)). Wir présentieren in diesem Unterabschnitt, wie
solche Kurven, welche die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten darstellen,
aussehen, und unter welchen Voraussetzungen es solche Kurven gibt.

Definition 2.10.11. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine C'-Kurve
v : a,b] — M heifit Geoddte, falls sie lokal die folgenden Differentialgleichungen
erfillt.
e dy dy
v - = k=1,... 2.10.5
ar T ar =Y et (2.10.5)

wobei 5 (t) = (@ o) (t) fiir eine Karte ¢ ist und mit

1 (0 B ) .

die Christoffelsymbole bezeichnet werden.

Wir haben folgende Aussage iiber die Existenz von Geodéaten als kiirzeste Verbin-
dung zwischen zwei Punkten.

Satz 2.10.12. Sei (M, g) eine kompakte, zusammenhdngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fiirp,q € M gibt es eine Geoddte 7y : [0,b] — M, die p mit q verbindet,
das heifst v(0) = p und v(b) = q, so dass L(y) = dy(p, q).

Beweis: Siehe [dC92, Theorem 2.8 und Corollary 2.9].

Definition 2.10.13. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine C'-Kurve
v : [a,b] — M heifit nach der Bogenlinge parametrisiert, falls

1V, = 1.

Bemerkung 2.10.14. Man kann zeigen, dass Geoddten proportional zur Bogen-
linge parametrisiert sind. Fine Umparametrisierung nach Bogenlinge ist also leicht
maglich.

In der Konvergenzanalysis des Finite Volumen Verfahrens (siehe Kapitel ) werden
wir das folgende Lemma bendétigen.

Lemma 2.10.15. Sei (M, g) eine kompakte, zusammenhdngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Ist p € CY(M), dann gilt fiir alle p,q in M, dass

[9(p) — 9(g)] < til[i)%] |vg¢(7pq(t))|g dy(p; q),

wobet 7,q die minimierende, nach Bogenlinge parametrisierte Geoddte aus Satz

[2.10.12 ist, die p mit q verbindet, und b := d,(p, q).
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Beweis: Mit ¢ := ¢, : [0,d,(p,q)] — M gilt ¢(p) = 6(0) und 6(q) = d(dy (p, 9)).
Aufgrund von (2I0.2) und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung gilt

(EI(t) = (po ’qu), (t) = <vg¢<’7pq<t>>77;l)q(t)>g
< |vg¢(7pq(t))|g h;/;q(t)‘g < til[é% |vg¢(7pq(t))|g-

Somit gilt

~ - dg(psa) _
o(q) — o(p) = ¢(dy(p, @) — #(0) = /0 ¢'(t)dt < sup |Vd(vpe(t))], dy(p, )-

te(0,b]

Durch Vertauschen von p und ¢ erhalten wir das analoge Resultat fir ¢(p) — ¢(q)
und aus beiden zusammen folgt dann die Behauptung. O

2.11 Mannigfaltigkeiten mit Rand

In der Definition von Mannigfaltigkeiten, Definition 2.1.T], ist der Begriff eines Ran-
des einer Mannigfaltigkeit bisher nicht eingefiihrt worden. Man beachte, dass es
nach dieser Definition auch gar keinen Sinn macht, von einem Rand OM einer
Mannigfaltigkeit M zu sprechen, da Mannigfaltigkeiten auf der Grundlage eines
eigenstiandigen, ihnen zugrunde liegenden topologischen Raumes definiert wurden
und nicht durch eine Einbettung in den euklidischen Raum R”, wie es in Analysis-
Vorlesungen oft {iblich ist.

Wichtige Anwendungen von Mannigfaltigkeiten werden jedoch, vor allem bei der In-
tegration (z. B. Satz von Gaufs), Mannigfaltigkeiten miteinbeziehen, die eine gewisse
Art Rand besitzen. Deshalb verallgemeinern wir an dieser Stelle unsere Definition
von Mannigfaltigkeiten.

Das Standardmodell fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand ist der abgeschlossene Halb-
raum.

Definition 2.11.1 (abgeschlossener Halbraum).
—{:c S ER”‘I”ZO}
{ yoo,xt) ER™ ‘ "t = 0}
Int H" .= { S ER”‘I >0}

Hierbei sei H" mat der vom R™ induzierten Topologie versehen. Dabei heifit OH™
Rand und Int H" das Innere von H".
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Definition 2.11.2 (Mannigfaltigkeit mit Rand). Wir definieren eine n-dimen-
sionale C°-Mannigfaltigkeit mit Rand als einen topologischen Hausdorffraum M mit
abzdhlbarer topologischer Basis, wobei jeder Punkt p € M eine Umgebung U C M
besitzt, die homdomorph zu einer oﬁenerﬂ Teilmenge des H"™ ist (Abbildung [213).
FEin Paar (U, ), bestehend aus einer offenen Teilmenge U C M zusammen mit
einem Homdéomorphismus ¢ von U in eine offene Teilmenge p(U) C H", heifst, wie
im Falle von Mannigfaltigkeiten, Karte. Die Begriffe Kartengebiet, Parametergebiet,
lokale Koordinaten, lokale Parametrisierung und C°-Atlas kénnen entsprechend aus
Definition [2.1.17) ibertragen werden.

H’H,

Abbildung 2.13: Mannigfaltigkeit mit Rand.

Damit alle Begriffe und Aussagen, die wir fiir C*°-Mannigfaltigkeiten (ohne Rand)
getroffen haben, auch fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand mit Sinn erfiillt sind und
gelten, miissen wir den Begriff der Differenzierbarkeit fiir Funktionen auf Mannig-
faltigkeiten mit Rand entsprechend definieren. Wir beginnen bei dem Modellraum

H" (Abbildung 2.14)).

Definition 2.11.3 (Differenzierbarkeit auf dem Halbraum H"). SeiV C H"
offen (das heifst V.= UNH" mit U C R" offen) und f : V — RE. Ezistiert fiir jedes
xr € V eine Ungebung vV C R", die offen in R™ ist, und eine sogenannte Fortsetzung
fe ™V, R von f (das heifit oy = f|vm~,), dann heifit f von der Klasse C™

beziehungsweise fir den Fall m = oo differenzierbar.

Bemerkung 2.11.4. Definition [2.11.3 ist anzumerken, dass aufgrund der Stetig-
keit die partiellen Ableitungen von f auf V N OH™ schon durch thre Werte in
V- Int H™ bestimmt sind und somit unabhdangig von der Fortsetzung sind.

Definition 2.11.5 (Differenzierbarkeit auf Mannigfaltigkeiten mit Rand).
Sei M eine n-dimensionale C°-Mannigfaltigkeit mit Rand. Hat M einen C°-Atlas

40ffen ist hier beziiglich der induzierten Topologie zu verstehen.
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Rk

Abbildung 2.14: Differenzierbarkeit auf dem Halbraum H".

A, dessen Karten untereinander Ck—vertrdgliclﬂ sind, dann nennen wir A einen
Ck-Atlas. Besitzt M einen mazimalen C™-Atlas, so heifst M differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Weiter definieren wir

1. p € M heiffit Randpunkt von M, falls eine Karte (U, ), ¢ : U — @(U) C H",
ezistiert mit p € U und ¢(p) € OH".

2. p € M heifit innerer Punkt von M, falls eine Karte (U, p), p : U — o(U) C
H", existiert mit p € U und ¢(p) € Int H".

3. OM :={p € M | p ist Randpunkt von M}
4. Int M :={p € M | p ist innerer Punkt von M}

Bemerkung 2.11.6. Die Definition von Mannigfaltigkeiten mit Rand ist tatsdich-
lich eine Verallgemeinerung von Mannigfaltigkeiten (ohne Rand), denn mithilfe der
Abbildung (zt, ..., 2" a™) — (2b, ..., 2" L, e®") kénnen wir jede Karte einer Man-
nigfaltigkeit so modifizieren, dass sie nur Werte in Int H" annimmt, ohne dabei den
Differenzierbarkeitsbegriff zu beeinflussen.

Definition 2.11.7 (Differenzierbare Abbildung). Wir nennen eine Abbildung
2wischen Mannigfaltigkeiten mit Rand differenzierbar oder von der Klasse C*, falls

ihre lokale Reprisentation differenzierbar oder von der Klasse C* ist (im Sinne von
Definition [211.3).

Bemerkung 2.11.8 (Tangentialvektor). Sei M™ eine C°°-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Ein Tangentialvektor von M an einer Stelle p € OM wird wie auch bei Man-
nigfaltigkeiten als die Menge der Derivationen von C(M) definiert und ist somit
ein n-dimensionaler Vektorraum. Er hat fir eine Karte auch eine Koordinatenbasis

{0/0"|p}.

Bemerkung 2.11.9 (Int M). Ist M" eine C*-Mannigfaltigkeit mit Rand, so ist
Int M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit (ohne Rand).

5CF_vertriiglich ist dabei im Sinne der Differenzierbarkeit aus Definition ZZT1.3 zu verstehen.
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Bemerkung 2.11.10 (Die Untermannigfaltigkeit OM). Ist M" eine C*-Man-
nigfaltigkeit mit Rand, so ist OM eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
(ohne Rand). Es gibt einen Atlas von OM, so dass die Inklusion v : OM — M ei-
ne differenzierbare Einbettung ist. Somit ist OM eine C*-Untermannigfaltigkeit von
M. Dieser Atlas besteht im Wesentlichen aus den Karten von M, eingeschrinkt auf

OM.

Bemerkung 2.11.11 (Die induzierte Riemannsche Metrik auf 0M). Falls
(M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand ist, dann kénnen wir entspre-
chend zu Unterabschnitt 2101 eine Riemannsche Metrik glon auf OM definieren,
da OM eine C*-Untermannigfaltigkeit von M ist (vgl. Bemerkung[2Z11.10).

Definition 2.11.12 (Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten). Ist M" ei-
ne C'*°-Mannigfaltigkeit mit Rand und S C M eine C*°-Untermannigfaltigkeit von
M. Ein Vektorfeld entlang S von der Klasse C* ist eine O*-Abbildung N : S — TM
mit N(p) € T,M fir jedesp € S.

Definition 2.11.13 (Nach aufien (innen) gerichtete Vektoren). Ist M" eine
C*-Mannigfaltigkeit mit Rand und p € OM. Ein Vektor X € T,M heifit nach au-
Ben (innen) gerichtet, falls fir eine Karte (U,¢) von M mit p € U die 0/0z"-

Komponente von X negativ (positiv) ist. Diese Definition ist unabhdingig von der
Wahl der Karte.

Definition 2.11.14 (AuReres Normalenfeld). Sei (M",g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit Rand und N ein Vektorfeld entlang der Untermannigfaltigkeit
OM (vgl. Bemerkung 21110 und Definition[2Z11.13). Falls N fiir jedes p € M

1. nach auflen gerichtet ist,
2. orthogonal zu T,,0M C T,M ist, das heifst (N(p), X), = 0 fir alle X € T,0M,
3. genormt ist, das heifit [N(p)|, =1,

dann heifst N dufleres Normalenfeld entlang OM.

Die Existenz eines solchen #uReren Normalenfeldes zitieren wir aus [Lee03, Propo-
sition 13.26].

Lemma 2.11.15 (Existenz eines dufieren Normalenfeldes). Sei (M",g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand, dann gibt es ein eindeutiges differenzier-
bares dufleres Normalenfeld N entlang OM.
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2.12 Integration auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten

Wie im euklidischen Fall iiblich wollen wir auch Erhaltungsgleichungen auf Mannig-
faltigkeiten schwach formulieren. Dazu fithren wir die Integration von Funktionen
auf Mannigfaltigkeiten ein. Um ein Integral iiber einer ganzen Mannigfaltigkeit auf
die einzelnen Kartengebiete aufteilen zu konnen, bendtigen wir eine Zerlegung der
Eins.

Ein Beweis des folgenden Existenzlemmas ist in [Lee03, Theorem 2.25| zu finden.

Lemma 2.12.1 (Zerlegung der Eins). Sei M eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit und {Uy}ren eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine Zerlegung
der Eins, die der Uberdeckung {Ux}ren untergeordnet ist. Das bedeutet, dass es
Funktionen {1 : M — [0, 1]} xen mit folgenden Eigenschaften gibt:

1. supp ¥y ist kompakt fir alle A € A.
2. supp ¥ C Uy fiir alle X € A.

3. Zu jedem x € M existiert eine Umgebung U, fiir die die Menge
{\ € A|supp ¥ NU # 0} endlich ist.

4 > eaUa(x) =1 fir alle v € M.
Wir sind jetzt in der Lage, das Integral zu definieren.

Definition 2.12.2 (Integral). Sei(M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Rand und {(Uy, px) }rea ein Atlas von M. Sei {1 }ren eine Zerlegung der Eins, die
der Uberdeckung {U\}xea untergeordnet ist. Fiir eine Funktion f € CO(M) mit
kompaktem Triger definieren wir

/ fdvg )\GZA LA(UA ,l/})\ \/Ef> ° 90;1dx7

wobei |g| die Determinante der Matriz (g;;)
menelement im R" bezeichnen.

und dx das Lebesquesche Volu-

1<i,j<n

Man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl des Atlas abhéngt.

Bemerkung 2.12.3 (Radonma#). Die Abbildung f — fM fdvg definiert ein po-
sitives Radonmafl und die Theorie der Lebesgueintegrale kann somit angewandt wer-

den. Vergleiche dazu [Aub82, Seite 30.
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Die Definition des Integrals liefert uns ein Volumenmafs auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit.

Definition 2.12.4 (Volumenmaf). Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Rand und sei E C M eine Teilmenge. Dann definieren wir das Volumen
von E als

dvol,(E) ::/ 1pdv,,

M

falls es existiert. Dabei bezeichnet 1g die Indikatorfunktion.
Wir kénnen nun Lebesguerdume definieren.

Definition 2.12.5 (LP-Raume). Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit oder ohne Rand. Fiir eine dvolg-messbare Funktion f: M — R definieren wir

1/p
| lsn == ( /1 f\pd%)

[ llzeeqany := inf - sup |F(p),
dvo]l\g%]]\\f/gzo PEMAN

und

falls sie existieren. Weiter definieren wir
LP(M) = {f: M — R| f dvoly-messbar und || f || Loary < 00} .

Ein weiterer Begriff, der bei Erhaltungsgleichungen eine zentrale Rolle spielt, ist die

Divergenz. Wir wollen sie so definieren, dass sie eine gewisse partielle Integration
erfiillt.

Definition 2.12.6 (Divergenz). Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Rand und X € T (M) ein glattes Vektorfeld. Die Divergenz von X wird definiert
als die eindeutige Funktion div, X, die fir alle Funktionen u € Cg°(Int M) die
Gleichung

/ udiv, Xdv, = —/ (Vyu, X),dv,
M

M
erfillt.

Bemerkung 2.12.7. Wir dibernehmen die Notationen aus Definition [Z12.8 und
merken an, dass (lokal) die folgende Identitdt gilt:
ou ; Ou

(X, Vgu)y = ginigjk% =X o X(u) = du(X).
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Lokale Darstellung der Divergenz

Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand, X € 7 (M) ein glattes
Vektorfeld und (U, ¢) eine Karte von M. Wir definieren das Innere von U durch
Int U:=UNInt M. Mit u € C°(Int U) gilt nach Definition

/ udiv, Xdv, = —/ du(X)dv,
M M

= — a—u_Xi\/@d:pl...dx
/ |) det ... da"

X/l ) Viglds
M) dvy,.

Somit ist die lokale Darstellung von div, X bzgl. der Karte ¢ gegeben durch

\/%aii (Xi\/@) . (2.12.1)

Bemerkung 2.12.8. Man kann die Divergenz auch iiber die lokale Darstellung aus
Gleichung (2Z121) definieren und zeigen, dass diese Definition koordinatenunabhdn-

gig 1st.

divy X =

Die Divergenz erfiillt die folgende Produktregel.

Lemma 2.12.9 (Produktregel). Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Rand. Seien weiterhin X ein Vektorfeld der Klasse C' und n € C'(M), dann
qilt

div, (nX) = (Vyn, X), +ndiv, X.

Beweis: In lokalen Koordinaten konnen wir schreiben:

1 0 : an .

= X(n)+ndiv, X = (Vyn, X), + ndiv, X.

divy (nX) =

O
An dieser Stelle haben wir die Grundlage geschaffen, um den Satz von Gauf for-
mulieren zu kénnen.
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Satz 2.12.10 (Satz von Gaul). Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Rand. Fir jedes glatte Vektorfeld X € T (M) mit kompaktem Trager gilt

/dingdvg:/ (X, N),ydvg,
M

oM

wobei N das duffere Normalenfeld von M entlang OM st (vgl. Lemma [Z11.13)
und g = glon die von M auf OM induzierte Riemannsche Metrik (vgl. Bemerkung
ZI717).

Beweis: Siehe [Lee03] Theorem 14.34]. O

Mithilfe der Produktregel (siehe Lemma 2129 fiir die Divergenz lésst sich aus dem
Satz von Gauls die partielle Integration folgern.

Korollar 2.12.11 (Partielle Integration). Sei (M", g) eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Seien weiterhin X ein Vektorfeld der Klasse C* und n €
CY(M) so, dass deren Produkt nX kompakten Triger besitzt. Dann gilt

_/ ndivg deg - / <V9n7 X>9dvg - / 77<X7 N>9dv§a
M M oM

wobei N das duflere Normalenfeld von M entlang OM bezeichnet (vgl. Lemma
2T71.73) und g = glom die von M auf OM induzierte Riemannsche Metrik (vgl.
Bemerkung [Z11.11).

Definition 2.12.12 (Laplace Operator). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit und v € C°(M). Mit Aju wird der Laplace Operator (auch Laplace-
Beltrami Operator genannt) von u bezeichnet und ist definiert durch

Agu = div, (Vyu).

Lokale Darstellung von Aju

Wir wollen die lokale Darstellung des Laplace Operators fiir eine Karte (U, ¢) einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™, g) berechnen. Es gilt fiir u € C*°(M) auf U

1 9 (. 0f
oo (9 V)

Eine andere lokale Darstellung des Laplace Operators bedient sich der Christoffel-
symbole, die durch ([ZI0.6]) definiert sind. Wie man in [Tay96| Seite 140] nachlesen
kann, gilt lokal auch

Agu = div, (Vyu) =

Pu ik ou

Agu = g"
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2.13 Sobolev-Raume auf Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten

Wir werden in diesem Abschnitt Sobolev-Raume auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten definieren. Mehr iiber diese Rdume findet man zum Beispiel in [Aub82| oder

[Feh9].

Definition 2.13.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und u € C*(M)
mit k € No. Dann definieren wir fir v € M

\Vku(x)\Q = vilviQ T vlku<x>v21vw e vlku('r)a

wobei Vyu(x) = dyu(x), V' := ¢¥0; fir 1 <i<n und (U,p) eine beliebige Karte
um x ist. Diese Definition ist unabhdngig von der Wahl der Karte. Insbesondere ist
dann |V%| = |u| und

IV'ul? = g¥0;udju = |Vgul?.
Fir k € Ny und p > 1 definieren wir
CPP(M) :={ue C®(M)|Vj=0,....k |Viu € LP(M)}

und wir definieren den Sobolev-Raum H*P(M) als den Abschluss von C*P(M) be-
ztiglich der Norm

k k 1

. . P

lall oan :=§j|||w|||m<M>:Z(/ |V]u|”dvg) |
§=0 j=0 M

So ist zum Beispiel

Nl graoany = lull oo + [ Vgulgll Ly = /M lu| dvg + /M |V uly dv,.

2.14 Kettenregeln fiir Ableitungen von Flussfunk-
tionen

Vektorwertige Grofsen sind ab hier dadurch gekennzeichnet, dass sie fett abgedruckt
sind. Wir werden in Kapitel 3ldie Erhaltungsgleichung auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit einfithren. Dort wird eine Flussfunktion f auftauchen, die eine durch
u € R parametrisierte Familie von Vektorfeldern darstellt. In diesem Abschnitt
werden wir einige Ableitungsregeln préasentieren, die in Kapitel [3] und Bl von Nut-
zen sein werden. Diese werden im folgenden Lemma, das [ABATO05| entnommen ist,
bereitgestellt.



50 HILFSMITTEL DER RIEMANNSCHEN GEOMETRIE

Lemma 2.14.1. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v : U — R
eine glatte Funktion, wobei U C M offen sei. Fir jeden Wert des Parameters u € R
seien f = f(u, ) und Y =Y (u,-) differenzierbare Vektorfelder auf M, die glatt vom
Parameter u abhdingen. Dann gelten fir alle v € U, X € T(M) und h € C*(M)
die folgenden Identitdten:

divy (f(u,z)) = du(0,f(u,x))+ (div,f)(u,x), (2.14.1)
Lx(Y(u,z)) = X(u)d, Y (u,z)+ (LxY)(u,x), (2.14.2)
X(h(u,x)) = X(u)ouh(u,z)+ X(h)(u,z). (2.14.3)

Beweis: Wir betrachten an der Stelle x € U eine umgebende Karte und rechnen
in lokalen Koordinaten. Dann ist

(Vi) )+ L 2
= (div, f)(u, z) + du (0,f(u, x)),

wobei f' die Komponenten von f in der Koordinatenbasis bezeichnen. Damit ist
Gleichung [2.I4.7]) gezeigt. Um Gleichung (2.14.2)) zu zeigen, berechnen wir die i-te

Komponente von Lx (Y (u,x)) in der Koordinatenbasis zu

o . 0 , , ou
J T J_— (3 7 7 it
(X B —Y'-Y 890JX) (u,z) + X70,Y <u’x>8xj
ou
= [X, Y] (u, ) +X38—6 Y (u, ).
Gleichung (ZIZL3) erhalten wir auf dhnliche Weise:
;0 ; Oh ou
X(h(u,z)) =X pye (h(u,x)) = X'— o —(u,z) + X’ 'Ouh(u, x)ax

= X(u)0,h(u, ) + X(h)(u, ).



Kapitel 3

Problemformulierung

Wir haben jetzt die Voraussetzungen geschaffen, um die zentrale Differentialglei-
chung dieser Arbeit einfithren zu kénnen. In diesem Kapitel entwickeln wir, analog
zum euklidischen Fall, einen angemessenen, physikalisch sinnvollen Losungsbegriff,
bevor wir im néchsten Kapitel auf Existenz, Eindeutigkeit und andere Eigenschaften
der Losung eingehen werden.

3.1 Das Anfangswertproblem in der starken Formu-
lierung

Wir interessieren uns fiir das folgende Anfangswertproblem, bestehend aus einer
nichtlinearen hyperbolischen partiellen Differentialgleichung auf einer kompakten
Riemannschen Mannigfaltigkeit ohne Rand (M, g) und einer Anfangsbedingung,
das heifst

Oy + divy (f(u,-)) =0 auf M x RT, (3.1.1)
u(-,0) = ug auf M, (3.1.2)

wobei u : M xRt — R die Unbekannte ist, ug : M — R die Anfangsdaten beschreibt
und f = f(u, ) fiir jeden Wert des Parameters u € R ein differenzierbares Vektorfeld
auf M ist, das glatt vom Parameter u abhéngt. Die Abbildung f heifit Fluss.

3.2 Schwache Losungen

Wie im euklidischen Fall konnen wir auch auf Mannigfaltigkeiten die Existenz einer
klassischen Losung fiir lange Zeiten im Allgemeinen nicht erwarten, auch nicht bei
glatten Daten (vgl. z. B. [Krd97, Seite 16: Example 2.1.1]). Deshalb fithren wir auch
hier den schwachen Losungsbegriff ein.

51
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Definition 3.2.1 (Schwache Losung). Sei ug € L*(M). Dann heifit u schwa-
che Léosung von (311) und (Z13) oder Lisung im Distributionssinne, falls u €
L>(M x R") und

/ / udyp + (f(u,-),ng)gdtdvgjL/ o(+,0)updvy =0 (3.2.1)
M JRT M

fir alle p € C§°(M x [0, 00]).

3.3 Entropiepaar

Schwache Losungen sind jedoch im Allgemeinen nicht mehr eindeutig. Siehe dazu
fiir den euklidischen Fall zum Beispiel [Krd97, Example 2.1.5]. Im allgemeinen Fall
von Mannigfaltigkeiten ist eine Eindeutigkeit von schwachen Lésungen somit auch
keineswegs zu erwarten. Um die physikalisch sinnvolle Lésung von (B.1.1]) und (8.1.2))
eindeutig auszuzeichnen, fithren wir, analog zum euklidischen Fall, Entropiepaare,
Entropiebedingungen und Entropielosungen ein.

Definition 3.3.1 (Entropiepaar). Ein Paar (U, F) heifst Entropiepaar, falls U :
R — R eine lipschitzstetige Funktion und F = F(u,x) ein Vektorfeld ist, so dass
fir fast alle uw € R und alle v € M,

0 F(u,z) =U'(u)d,f(u, ).
Ist U zusdtzlich konvex, dann heifit (U, F) konvexes Entropiepaar.

Beispiel 3.3.2 (Kruzkov-Entropien). Das wichtigste Beispiel fiir konvexe Entro-
piepaare sind die Familie der Kruzkov Entropien, die fir u,c € R definiert sind

durch

(U(u,c),F(u,z,c)) := (lu—c|,sgn(u — ¢) (f(u,z) — f(c, z)))
=(wVc—uNhcfluvex)—f(unerx)),

wobei u V ¢ = max {u,c} und u A ¢ =min{u,c}.

Um die addquate Entropieungleichung zu finden, tiberlegen wir uns, welche zuséatz-
lichen Bilanzgleichungen eine glatte Losung von (B1)) erfiillt.

Lemma 3.3.3 (Bilanzgleichungen fiir die Entropien). Sei u eine glatte Lo-
sung von (F11) und (U, F) ein konvexes Entropiepaar. Dann erfillt u fast tiberall

Oy (U(u)) +divy (F(u,-)) = G(u, -), (3.3.1)
wobet G(u, x) := (divy F)(u, ) — U'(w)(div, £)(u, z) fir x € M.
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Beweis: Wir multiplizieren (8.1.1]) mit U’(u) und erhalten
U'(w)dyu + U'(u) div, (f(u,-)) = 0. (3.3.2)
Es ist U'(u)0yu = 0; (U(u)) und mit (2I4.1) und Bemerkung 2127 erhalten wir

div, (F(u,2)) = (div, F)(u,2) + (0,F (1, 2), V),
— (div, F)(w, 2) + U'(u) (9,8 (u, 2), V,yu)

= U'(u) divy (f(u, z)) + (leg F)(u,z) — U'(u)(div, f)(u, z) . (8:3:3)
G ’
Deshalb wird (3.3.2]) zu
Oy (U(u)) + divy (F(u, ) = (div, F)(u, z) — U'(u)(div, ) (u, z).
O
Bemerkung 3.3.4. Ist der Fluss f divergenzfrei, das heifst
div, f(a,-) =0, fiir alle u € R, (3.3.4)

dann ist auch ¥ divergenzfrei und somit ist G(u,x) = 0. Die Differentialgleichung
fiir die Entropie (3.31) wird dann zu

9, (U (w)) + div, (F(u, z)) = 0.

3.4 Emntropielosung

Wir wollen nun den Begriff der Entropielésung herleiten. Dazu nehmen wir an, ¢
sei eine Losung der viskosen Approximation

Owu 4+ div, (£(u,-)) = eAju’ auf M x RT (3.4.1)
fiir € > 0. Wir multiplizieren ([B:41]) mit U’(u¢) und einer nichtnegativen Testfunk-

tion ¢ € C5°(M x [0,00)), wobei (U, F) ein konvexes Entropiepaar der Klasse C?
ist, und integrieren iiber M x R*:

// u)Oupdtdv, + // U'(uf) div, (£(uf, -)) pdtdu,
R+ R+
:// U'(uf)eA updtdo,.
M IR+
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Mit partieller Integration und ([B.3.3) erhalten wir

//]R+ u®)Oppdtdug, — /U( °(-,0)¢(-,0)dv, + /M/[wdivg(F(uej.))gpdtdvg

// . )pdtdv, = // U'(u)eA jupdtdo,.
R+ M JRr+

In lokalen Koordinaten sehen wir, dass

Ay (U(u)) = g (0,05 (U (uf)) = T50 (U(u)))
= g" (U"(u)OuOju + U’ (u)9;05u’ — T5U" (u)Opu)
= U'(u)Ayu + g7U" (u)0udyut > U'(u)Aju,

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass ¢¥ positiv definit und U konvex
ist. Somit gilt

// u®)Oppdtdv, — /U( (-0 0)dv, — // 1), V), didvg
R+ R+
/ G(us, ) pdtdu, < / / eAy ( ) pdtduv,.
R+ R+

// u)orp + (F(u, ), Vyp), didvg + // ,+)pdtdu,
R+ R+

+ [ v o0z~ [ [ s,

M R+

Wenn wir an dieser Stelle annehmen, dass u¢ gegen u konvergiert fiir ¢ — 0 (siehe
dazu Kapitel M), dann motiviert dies, zumindest formal, die folgende Definition,
welche die physikalisch sinnvolle Losung auszeichnet.

oder

Definition 3.4.1 (Entropielosung). Fine Funktionu € L>® (M xR") heifit Entro-
pieldsung des Anfangswertproblems (311]) und (3.1.2), falls fir alle Entropiepaare
(U,F) und alle differenzierbaren Testfunktionen ¢ € C§°(M x [0,00)) mit ¢ =
o(x,t) >0 gilt, dass

/ / Wp + (Fu, ), Vp)ydtdo,
R+

/ / . )dtdu, + / Ul(uo)ep(+,0)dv, > 0,
R+ M

wobet G(u, x) = (divy, F)(u, x) — U'(u)(div, f)(u, x).

(3.4.2)
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Beispiel 3.4.2 (Kruzkov-Entropiebedingung). Falls wir fir (U, F) die Kruzkov-
Entropien verwenden, dann ist fir c € R

G(u,c,z) =sgn(u — c) ((divy f)(u, x) — (div, f)(c, ) — sgn(u — ¢)(div, £)(u, z)
= —sgn(u — ¢)(div, f)(c, z).

und somit wird (3.4.9) zu
/ / |u — c|Opp + sgn(u — ¢)(f(u, ) — f(c,-), V) 4dtdv,
M SR+
- / / sgn(u — ¢)(div, f)(c, x)pdtdv, —|—/ lug — c|e(-,0)dvy >0
M Jr+ M

fir alle ¢ € R, was im euklidischen Fall genau der Kruzkov-Entropiebedingung aus

[Kru70] entspricht.

Bemerkung 3.4.3. Ist der Fluss f divergenzfrei, dann wird (3.4-3) zu

/ / WO + (Flu, ),V y) dtdu, + / U (o) o (-, 0)du, > 0.
R+ M
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Kapitel 4

Abschatzung der Totalvariation und
Existenz einer Losung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Entropielosungen des Anfangswertproblems
B1J) und ([B.1.2), das in Kapitel ] eingefiihrt wurde, beschaftigen. Wir iiberneh-
men deshalb fiir dieses Kapitel die Notationen aus Kapitel Bl Insbesondere bedeutet
das, dass im ganzen Kapitel mit (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit ohne Rand bezeichnet wird und mit f ein glatter Fluss. Wir beschrénken uns
in diesem Kapitel auf den Fall, dass der Fluss f divergenzfrei ist, das heifst

div, f(@,) =0 fiir alle € R, (4.0.1)

was gleichbedeutend ist mit der Aussage, dass konstante Anfangswerte (triviale) Lo-
sungen der Erhaltungsgleichung (B.1.1]) sind, und wodurch die Erhaltungsgleichung
eine einfachere Struktur erhélt.

Wir konstruieren Entropielosungen durch die Viskositdatsmethode. Dazu regulari-
sieren wir die Erhaltungsgleichung (BIL1)) durch die Addition eines kleinen Diffusi-
onsterms. Wir zitieren einen Satz (Satz [LI1]) aus [BALOT, Seite 10|, das Existenz,
Eindeutigkeit, LP-Stabilitit und L'-Kontraktion der glatten Losungen dieser regu-
larisierten Gleichungen, der sogenannten Viskositatslosungen, sicherstellt. Um die
Konvergenz der Viskositatslosungen gegen eine Entropielosung zu erhalten, benut-
zen wir eine (in €) gleichméfige Abschitzung der Totalvariation der Viskositéts-
l6sungen (Lemma AL.2T]). Eine solche Abschétzung der Totalvariation ist zwar in
IBALO7, Seite 11] zu finden, aber die Argumentation der Autoren dort war fir uns
nicht nachvollziehbar. Auch durch Gespriache mit den Autoren konnten die Zweifel
an der angefithrten Argumentation nicht beseitigt werden. Es ist uns jedoch ge-
lungen, einen eigenen Beweis fiir den wichtigen Spezialfall der zweidimensionalen
Mannigfaltigkeiten zu entwickeln.

o7
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Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion von Entropielésungen zu (B.IT]) und
(BI2) mittels der Viskositdtsmethode, das heifft wir betrachten Losungen eines
regularisierten Problems und zeigen die Konvergenz dieser Losungen gegen eine
Entropielosung. Der Konvergenzbeweis beruht auf dem Kondrakov-Theorem fiir
Riemannsche Mannigfaltigkeiten (siche [Aub82l Seite 55]), das besagt, dass die In-
klusion von den Funktionen beschrinkter H!(M)-Norm nach L'(M) kompakt ist.
Da die H"'(M)-Halbnorm gleich der Totalvariation ist, fiithren wir die Totalvaria-
tion von Funktionen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ein.

Definition 4.0.4 (Totalvariation). Sei (M",g) eine kompakte, differenzierbare
Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und u € L*(M). Die Totalvariation von
u st definiert durch

TV(u):=  sup / udiv,(X)du,.
XeT(M) JM
sup s [X|g<1

Fiir glatte Funktionen v : M — R gilt dann

TV(u) = / |V u|,du,.
M
Die Menge der Funktionen beschrinkter Totalvariation definieren wir als

BV(M) :={ue L'(M)|TV(u) < oo}.

4.1 Regularisierte Erhaltungsgleichung

Wir wollen nun Losungen zur regularisierten Erhaltungsgleichung finden, das heifst
zu gegebenen Anfangsdaten ug € L*°(M) N BV (M) suchen wir eine Losung u =
u(x,t) mit € > 0 zum Anfangswertproblem
Owus + divy (f(u, ) = eAyuf auf M x RT, (4.1.1)
u(+,0) = ug auf M, (4.1.2)
wobei uf : M — R eine Familie von differenzierbaren Funktionen bezeichnet, die
folgende Eigenschaften erfiillen sollen:

[ublleary < lluollzoan  fiir p € [1, 00],
TV (ug) < TV (up),
ellug|l zr2ary < CTV(ug), wobei C'> 0 nur von M abhéngt,

ug — up fast tiberall auf M fiir e — 0.

(4.1.3)

Uns steht der folgende Satz aus [BALOT| zur Verfiigung. Wir schreiben u(t) anstelle
von u(-,t).
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Satz 4.1.1 (Regularisierte Erhaltungsgleichung). Sei f = f(u,x) ein diver-
genzfreier, glatter Fluss auf einer kompakten, differenzierbaren Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M"™, g) ohne Rand und sei uf € C°(M) fiir e > 0 derart gegeben, dass
(4-1.3) erfillt ist. Dann existiert eine eindeutige Losung u € C°(M x R*1) des

Anfangswertproblems ({-1.1) und ({{-1.9), die fir1 <p < oo
e ()llrany < ()l evqany fiir 0 < ¢ < ¢
erfillt und fir zwei Losungen u® und v¢ von ({{.1.1) gilt
0(8) = w(Ollran < I () = w(®)sqany fir 0 < ¢ < 1. (4.1.4)

Zusdtzlich erfullt die Losung u® fir jedes konvexe Entropiepaar (U, F) die Unglei-
chung

O (U(u)) +div, (F(uf,-)) < eA,U(u) (4.1.5)

m Distributionssinne.

Beweis: Siche [BALOT].

4.2 Abschatzung der Totalvariation

Um das Kondrakov-Theorem fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten (Satz A3.1]) an-
wenden zu konnen, bendtigen wir (in €) gleichméfige Abschétzungen der Total-
variation von u¢ einerseits und der L!-Norm von d,u¢ andererseits. Das folgende
Lemma stellt diese Abschétzungen (fiir n = 2) bereit und entspricht in der Aussage
Lemma 4.3 aus [BALOT7| fir n = 2. Da wir den Beweis dieses Lemmas aus [BALO7|
jedoch nicht nachvollziehen konnten und in Gespréchen mit den Autoren auch keine
Losung gefunden wurde, présentieren wir an dieser Stelle einen eigenen Beweis.

Lemma 4.2.1. Sei f = f(u,x) ein divergenzfreier, glatter Fluss auf einer kompak-
ten, differenzierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™, g) ohne Rand. Fiir jedes

e €(0,1] sei u®: M x Rt — R die Losung des Anfangswertproblems
Owus(z,t) + divy (f(u(z,t), x)) = eAgu(x, 1) xre M, t>0, (4.2.1)
u(0,x) = ugy(z) r € M, (4.2.2)

wobei uf € C°(M) vorgegeben ist. Fir 0 <t <t gilt dann mit u(t) := u(-, 1),
dass

10 (8) s ary < 1100 ()] 3o, (4.2.3)
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und falls n = 2, dann ist
TV (u(t)) < Cp(ug) exp(Cat), (4.2.4)

wobei Cp(uf) = Cpa [|| divy (F(uf, ) |22 ar) + €llAuf| pian ] + Cr2 TV (uf) und die
positiven Konstanten Ca, Cp.1 und Cpo nurvon (M, g), f und |[uf|| ) abhingen.

Beweis: Wir fiihren eine Regularisierung s; : R — [—1, 1] der Signum-Funktion
ein, die folgende Eigenschaften haben soll.

1. ss(x) = —s5(—x),

2. 85/ > 0,

©w

ss'(z) = 0 fiir |x| > 4,

W

. |ss'(z)| < C6~! fiir |z] < § mit einer Konstanten C' > 0.

Zuerst beweisen wir (£2.3]). Dazu leiten wir (£2.1]) nach ¢ ab, und schreiben z¢ :=
Oyuc. Multiplizieren wir mit ss(z¢) und integrieren tiber M, dann erhalten wir

/ ss(2°)0p2du, +/ div, (£, (uf, -)2%) s5(2°)dv, = e/ Ayz°s5(2%)dvy,
M M M

wobei f, = 0,f. Mit r(y) := foy s5(&)d¢ und partieller Integration erhalten wir

d
— | r(z%)dv, — / (£u(uf, "), Vgz©), 2°85(2)dv, = —e/ (V25 V29 485(2°) du,.
dt Ju M M

" S
-~

>0

(4.2.5)

Dabei sei beachtet, dass die Voraussetzungen fiir das Vertauschen von Zeitableitung
und Integral im ersten Term erfiillt sind. Um das zweite Integral in (£.2.5)) zu berech-
nen, nutzen wir aus, dass spt s5(2¢) C {|2¢] < d}. Es reicht also, tiber {0 < |z¢] < 4}
zu integrieren. Dort kénnen wir |2¢| durch ¢ abschiitzen und da |ss'(z)] < C6~1 ist,
gilt

< C(f, ue,ze,ngE)/ ldv, —0,
{0<]z¢|<d}

\ [ .9, 2=,

falls 0 — 0. Daraus folgt
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wobei o(1) — 0, falls 6 — 0, oder

/MT(ZE(t))d“gS/Mr(zg(t’))dvﬁ/t/toa)dt,

mit 0 < ¢’ <t¢; und somit gilt im Grenzwert fiir § — 0, dass

[ e, < [ 1201,

womit (L£2.3) bewiesen ist.

Nun wollen wir uns dem Beweis von ([L24]) zuwenden. Da M kompakt ist, existiert
ein endlicher Atlas A = {(U, ) | m € I} und eine zur Uberdeckung {U,, | m € I}
untergeordnete Zerlegung der Eins {¢,, : U, — [0,1] | m € I} (vgl. Lemma 2Z12.T]),
wobei [ eine endliche Indexmenge ist. Sei von nun an m € [ fest. Um Redundanz
in der Notation zu vermeiden, werden in den folgenden Rechnungen die Argumente
und die Vorschaltung der Parametrisierung, wenn Bedeutung und Bezug eindeutig

sind, weggelassen. Wir schreiben auch abkiirzend u = v, ¢ = ¥y, ¢ = ©m, U = Uy,
Q=Q, =¢nU,) CR"und 9; = 9/0z".
Lokal, das heifit im Koordinatengebiet 2, ist

-0 |
divy (£, )) = (v, £) (@ 2) + (B, ), V) = £, 2)050
= 8]' (f](u,x)) - (a]f]) <u7 SL’),
wobei lokal f = f'0;. Man beachte an dieser Stelle, dass aus (div, f) (v, z) = 0 nicht
folgt, dass (9;f7) (u,z) = 0 wére. Deshalb hat ([£21]) lokal auf Q die Form
Ou+ 05 (f/(u, ) — (0;17) (u,z) = €g” ;0;u — egijFlij o (4.2.6)
——
7!
Wir leiten Gleichung (L.2.6]) nach der k-ten Koordinate ab und erhalten mit wy, :=
8ku
Oywi + Ok [0; (f7(u, ) - (8jfj) (u, )] (4.2.7)
= e@kgij@-wj —+ egij@-@jwk — e&kflwl — eFlalwk. o
Mit
O [0 (F (w,2)) = (0,17) (w,0)] = 0 ((Of?) + fiwe) = (9603 f7) = (9 1) wi
= (060 17) + (0k i) wy + 05 (fiwon) — (O60517) = (93 £3) wi
= (Onfi) wi + 05 (Flwe) = (0:£7) w
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wird (£2.7) zu

Oywy, + (O f1) wi+0; (fiwk) — (9517 wy,
= e&kgij@-wj -+ egij@-@jwk — e&kflwl — eFlalwk.

Multiplikation mit 1ss(wy) und Integration iiber € liefert

/ ss(wy)Qwydr = — / ss(wy) [(@gfi) + e@kfl] wydx — / Pss(wy)0; (fgwk) dx
Ja o Ja o Ja

J/

To(k) 71 (k) To(k)
+/Q?/J85(wk) (0;11) wkd$_/§l¢56(wk)erlalwkd$
Ts (k) ’ Ta(k) ’
+/Qws(;(wk)egij@@jwkder/Q@/}55(wk)68kgij8iwjdx.
75 (k) o To (k) ’

Mit r(y) = [, s5(§)d¢ erhalten wir

To(k) = /Qwﬁt (r(wy)) dzx.

Nun wollen wir nacheinander die Terme T} (k) bis T5(k) abschétzen. Notwendig, um
Funktionen in u¢ abschétzen zu konnen, ist die L°°-Stabilitét,

(@)l ey < I (@)llmany fir 0 <t/ < 1,

das wir aus Satz [ 1.1l kennen. In u¢ glatte Funktionen sind somit durch ihr Maxi-
mum auf dem kompakten Intervall J := [—|Ju§]|re(ar), [|uf||L=(ar)] abschéitzbar. Es
gilt damit

Ty (k) < C’l(k)/ Z |wy|dz  mit Cy(k) = sup ‘(akfi) (u,-)+ e@kfl‘ < 0.

e(spty) 1 ©(spt¢))

Mit partieller Integration folgt unter Beriicksichtigung, dass die Randterme auf-
grund der Abschneidefunktion 1) wegfallen, dass

Ty (k) :/Qajws(;(wk)fgwkd:c—i—/Qwsg(wk)ﬁjwkfgwkd:c

<G qwlaet [ wswigusinds
»(spt 9) »(spt )
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mit Cy = SUP g (spt 1)) |05 fi (1, )] < oo

ueJ
Nun wollen wir das Verhalten des zweiten Summanden,
/ Psg(wi) 0wy, flwgdz,
@(spt )

fiir 6 — 0 untersuchen. Wir nutzen aus, dass spt {s5(wy)} C {|wg| < 0}. Es reicht
demnach, tiber die Menge {0 < |wy| < §} zu integrieren. Damit kénnen wir |wy| im
Integranden durch § abschitzen. Hingegen verhilt sich s§5 wie 6~1. Die restlichen
Terme sind L> auf ¢ (spt ) und unabhéngig von §. Es gibt also eine Konstante
Coq(wy, £, uf), die unabhéngig von 0 ist, so dass

/ wsg(wk)ajwkfiwkdx S CQa(wk;a fa U(e)) 1d$ — O fur 5 — 0
(spt ) p(spt )N
oer {0<wy,| <5}

Somit ist
Th(k) < 02/ |wg|dz + o(1),
©(sptv)
wobei o(1) beziiglich 6 — 0 zu verstehen ist. Fiir den dritten Term erhalten wir
T3(k) < 03/ lwildz  mit C3 = sup |(8;f1) (4,)| < oc.
e(spt¢) @(spt )
ueJ
Mit partieller Integration und dem gleichen Argument wie bei T5(k) folgt fiir den
vierten Term

Ty(k) = 6/ 0 (1/)1"1) ss(wp)widr + 6/ Vsl (wy) Opwp N wpde
Q Q
< 604/ |wk|d:c + 0(1)
©(spt )

mit Cy = SUP,(pp ) }81 (@Z)Tl)’ < 00.
Fiir den fiinften Term ergibt sich mit partieller Integration und unter Ausnutzung,

dass s5,9 > 0 und (g¥), ,_, , positiv definit ist,

T5(k) = —6/ 9; (Vg") s5(wi)Ojwide — 6/ Vs (wy) Oswig” 0wy, da
Q Q ~ .

>0

< 6/ 0;0; (lbgij) ss(wr)wydx + 6/ 0; (lbgij) 3:S<wk)ajwkwkd$€
0 Q

< 605/ lweldz + o(1)
o (spt )
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mit C5 = SUP(pt ) [050; (Yg")| < oo.
Fiir beliebiges n gilt also

d n
E/wr(wk)dxg (Cl(k)+02+03+04+05)/ > Jwildz + o(1) + Ty (k),
Q > ~~ ~ Jo(

O (k) ) =1
oder nach Summation tiber k
d n n n n
7 / Y r(wi)de < ch(k)/ > lwildz +o(1) + > Ty(k)
O k=1 e(spt ) 1y k=1
Cs,

Um den Term >}, T5(k) behandeln zu konnen, betrachten wir von nun an den
Spezialfall n = 2. Dann ist

2 2

> Ts(k) = Z/wsa(wk)eakgijaiwjdf

k=1 k=179
:/w35(w1)68191181w1dx+/@/)s(;(wl)e@lgm@lwgdx
+/52@D55(w1)68192182w1dx+/Q@/)s(;(wl)eﬁlgm@gwgdx

+/¢35(w2)68291131w1d5€+/1/135(w2)63291231w2d37
Q Q

Vv Vv
Te.5 Ts.6

+/¢35(w2)68292132w1d5€+/1/135(w2)63292232w2d37
Q Q

J

Vv Vv
Tes.7 Te.8

Wir wollen die Terme T§ 1 bis T wieder der Reihe nach abschéatzen. Fiir den ersten
Term gilt nach partieller Integration

Te1 = —6/ o (1/131911) 35(w1>w1dx - 6/ 1/13:5(w1)8191181w1w1d37
Q Q
< eCs1 / |wy |dz + o(1)
@ (sptep)

mit Cg.1 = SUP,(epi g |01 (VO19')] < 00, B
Mit Oyws = 010u = Dow, der Symmetrie von (g”)ij:1 , und partieller Integration
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erhalten wir fir den zweiten und dritten Term
Too = T3 = e/ Do (1019"%) ss(wr)wrdz + 6/ 019" 55 (w1 Oowywi dx
Q Q

< 606_2/ |w1\d3: + 0(1)
p(spt )

mit Cg.o = SUP, (ot 4 |02 (¥019"%)] < 00,
Den Term Ty 4 behandeln wir, indem wir die Differentialgleichung ausnutzen. Da

(9"); ;-1 DOsitiv definit ist, ist g** > 0 und wir erhalten aus [L2.0) fiir n = 2, dass

€OrWy = €0x0pu = (922)71 (@u + fgaju — egM 01010 — 2egM20,00u + eflalu)
= (¢®) " (Ou+ (fL + eI wy — egMD1w; — 2eg™200wy)

wobel wir ausgenutzt haben, dass 9; (f7(u,z)) = fI(u,z)0;u+ (9;f7) (u, x). Damit
ergibt sich fiir T4 nach partieller Integration

Tos = / Vss(w )0, g% (‘(]22)_1 (&gu + (leL + eFl) w; — g Oywy — 26g1282w1) dx
Q

2
> |wl|dx+06_4c/ |wi|dx + o(1)

sptep) 11 ©(spt )

< Cone / Glowuldz + Coas /
Q o

mit Cgqe = sup |01g% (g22)_1‘ < 00,
©(spt )

Ceap = sup 81922 (922)_1
w(spt )

1=1,2

aeJ
und Cgge = sup |0 (1/)61922 (922)_1 911> + 0o (1/161922 (922)_1 2912>

@(spt )

([fu(@ )| + 1)) <00

< oQ.

Entsprechende Behandlung der Terme T 5, Ts6, 167 und Tgg mit entsprechenden
Konstanten 06.5(1’ 06_5[,, C6.5c fiir T6_5, 06.6 fiir T6.6 und T6_7, und 06.8 fiir T6.8 liefert
entsprechende Abschatzungen.
Wir haben jetzt also insgesamt

2

J 2
—/@Z)Zr(wk)dx SCA1/ Z|wl|dx
dt Jo p -

(spty)) 1—1

+ (Co.4a + Co.50) / Y|Opu|dx + o(1),
Q
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wobel Cyy := Cs; + Cp1 + Cos + 2C6.2 + 2C6.6 + Co.ap + Co5p + Co.ac + Cose
Im Grenzfall fiir § — 0 konvergiert r(wy) gegen |wg| und wir erhalten

/¢Z|wk|da; <cA1/ Z|wk|dx+(cﬁ4a+cﬁ5a /@/}|8tu|dx (4.2.8)

w(sptv) 1—1

J/

TA 1

An dieser Stelle ist es noch nicht moglich, das Lemma von Gronwall auf (£2.8)
anzuwenden, da die ersten beiden Integranden sich um ein v unterscheiden und
der letzte Term formal noch von ¢ abhédngt. Im Folgenden bringen wir T4; in die
passende Gestalt. Dazu werden wir eine Eins einfiigen und einen Kartenwechsel
vornehmen. Es ist also angebracht, von nun an zu kennzeichnen, mit welcher Karte
wir jeweils arbeiten. Dann ist

2
T'aa Z/ Z’@k (uogp;l)}dx
©m (spt ¥m)

k=1

2
:/ Z m! © @ Z}@k uo . ’dx
Pm(spt¥m) ey k=1
]
= Z / (wm/ o go;]l) ‘3k (u o go;]l) ‘ dx
mel @m (spt ¥YmNspt,,,s)
k=1,2
= Z / (Ym0 1) |0k (w0 9t © P 0 01 ) | dat
m'el ©m (spt YmNspt ¥,,/)
k=1,2
2
:Z/ (om0 67) [ 01 (wo ) 0 0k Ok (L 0 ) | da
miel ©m (spt ¥YmNspt,,,s) =1
k=1,2
2
<3 Come | (b 0 00) 3101 (w0 ) 0 @LE, |
m'el @m (spt YmNspt ¢m/) =1
wobel Cpmy = 2MaXy, SUDy, (spt i spt v, /) ((pﬁn, o gpr_nl)‘ < oo und der Karten-

wechsel durch ®,,/,,, := ¢,, © 90;; definiert ist. Nun wenden wir den Transformati-
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onssatz an. Damit ist

T < 3 o | (Yo 0 031) [0 (wo ) 0 3, | da

m/el m/m (@m’ (spt ¢mNspt Yot )
=12

:ZCmm// (Ve 0010 ) 01 (w0 0,0 )| |[det D @y | dae
mel ot (8D PmNSPt /)
1=1,2

< Cn Z/ (Ve © s Z\ak wo )| de,

m/'el
mit Cp, = MaXyser SUPy,, (spt tomrspt v, ) |Crmr| [d€t D Py | < 00, Um den zwei-

ten Summanden in (A28 abzuschitzen, bemerken wir, dass die Dichte /|gm| ==

det(g o 1) ihr Minimum und Maximum auf der kompakten Menge ¢, (spt ¥,,)
annimmt.
Mit ¢ 1= ming,erinfy, | ptyn) V/ |9m| > 0 erhalten wir insgesamt, dass

d 2

@/Qm (Y w;ﬁ)Z}é’k (uow,t)|da
2

<CnCn Y / Ym0 00t) 3 [0 (wo )| o

m/el k=1

Cota )
+ =22 /Q U |0r (wo 0, )| V| gmlda .

Cg

Jas ¥ml|0ruldug

Summation iiber m € I liefert mit Cy := Cu1 ), ; O und 53 = Co4a/cy

dtz/ meSOm Z}&k ungm }dg;

<CAZ/ wmwm Z‘ak UOSOm ‘dﬂf"‘CB”atuHLl(M

mel k=1

Aufgrund von [@Z3), E@ZI) und @ZI) konnen wir Cp ||0,ul| 1 (ar) durch

C(uf) = Cp [|| divy (£(uf, 2)) e + el Aug )l ]
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abschétzen und erhalten mit dem Lemma von Gronwall (siche z. B. [Eva98| Seite
624]), dass

Z/ Q/Jmogpm Z‘&k UOgom ‘d:v

mel

_< (uf) +Z/ o@,}l);}ak(uo%l)‘dx

mel

L (4.29)
) exp(Cat).

0

Aufgrund der Norméquivalenz im 1@2, der Kompaktheit von ,,(spt ¢,,) und weil
|I| < oo gibt es Konstanten ¢ und C', so dass fiir jedes m € I und = € ¢,,(spt ¥,)
und fiir alle (vi, vo) € R? gilt, dass

Z log| < \/gU ) viv; < C’Z |vg|.

Dann ist

Z/ wmmpm Z‘@k uogpgf‘daz

mel k=1

__Z/ (Ym0 @) \/3 (g o it ”wla(uowm)d

me]

Z/ Ym © ') %@ (uh o @) 97 0 05 (ufy 0 i) V| gmld

mel

~oe Z/Q (¥m 0 01') [Vytily © 01’ v/ |gmlda

cc
9 mel

:_Z/ Y|V guglgdug

mel

CCg

1
=— TV (up)

CCyq
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und mit Cy 1= MaXyer SUPy, (spt ) V 19m| < 00 und ([E2IJ) erhalten wir fiir die
Totalvariation von u zum Zeitpunkt ¢

Z/ (Ym0 1)) \/8 ) g7 0 o10; (u(t) o i)\ |gm|dx

mel
< CC, Z/ (Ym0 ! Z\ak (uo )| dw
mel = ¢
< CC, (C(ug) + é TV(ug)) exp(Cat)
= Cp(u§) exp(Cyt)

mit

Caluf) = CC, () + = TV ()

CCg
S, ~ : € € éCg €
= CC,Cp ||| divy (f(ug, 2)) || 2 an) + €llAug|lLran] + = (u)-
———
Cpa ——
Cp.2

4.3 Konvergenz der Viskositatslosungen

Um die Konvergenz der Viskositdatslosungen folgern zu konnen, bendtigen wir die
Kompaktheit der Einbettung der H'!'-Funktionen in die L!-Funktionen auf kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Dazu zitieren wir den folgenden Satz aus

[Aub82].
Satz 4.3.1 (Kondrakov-Theorem). Sei(M",g) eine kompakte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit mit C*-Rand. Dann ist fir k € N und p,g > 1 mit 1 > 1/p >
1/q —k/n > 0 die folgende Finbettung kompakt.

H*P(Int M) — LP(Int M).
Beweis: Siehe [Aub82 Theorem 2.34].

An diesem Punkt angelangt, haben wir die nétigen Voraussetzungen geschaffen, um
die Konvergenz der Viskositétslosungen gegen eine Entropielosung zu beweisen. Der
folgende Satz ist in dhnlicher Form in [BALOT7, Theorem 4.4] zu finden, jedoch ist
der Beweis dazu sehr knapp gehalten und fiir mich nicht in allen Teilen durchweg
nachvollziehbar. Deshalb wird im Folgenden ein eigener Existenzbeweis présentiert
und nur fiir den Beweis der Eindeutigkeit auf [BALOT, Seite 14| verwiesen.
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Satz 4.3.2. Sei f = f(u,x) ein divergenzfreier, glatter Fluss auf einer kompak-
ten, differenzierbaren, 2-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) oh-
ne Rand. Fir Anfangswerte ug € L®(M) N BV(M), zu denen es eine Familie von
Funktionen uf € C*(M) gibt, die {{.1.3) erfiillen, existiert eine eindeutige Entro-
pielosung u € L®(M x RT) zum Anfangswertproblem (31.1) und (Z1.2) im Sinne
von Definition[3.4.1), die der Grenzwert der Folge u® aus Satz[{.1.1]ist. Des Weiteren
erfullt die Entropielosung die folgenden Eigenschaften:

lw(®)|| ey < llwollzeuy — fiir fast alle t € RT fir 1 < p < oo, (4.3.1)
und es gibt Konstanten Cy, Cy > 0, die nur von ug, f und M abhdngen, so dass
TV (u(t)) < Cyexp(Cat)  fir fast alle t € R, (4.3.2)

Falls u,v Entropielosungen zu den Anfangsdaten wug,vy sind, dann gilt die L'-
Kontraktion

lo(t) — w(t)||rany < llvo — wollprary — fiir fast alle t € RY. (4.3.3)

Beweis: Satz[L.T.Ibesagt, dass es fiir alle € > 0 eindeutige Losungen u € C*°(M x

R*™) von (LT und (LI2) gibt mit
1w ()| Leary < ||u()| ey fiir 0 <t <t, p> 1. (4.3.4)

Wir wollen zunéachst zeigen, dass die Familie der Funktionen u¢ gleichméfig in
HY'Y(M x (0,T)) beschrinkt ist, um dann mithilfe des Kondrakov-Theorems die
Konvergenz gegen eine Funktion u € L'(M x(0,T)) zeigen zu kénnen. Dazu betrach-
ten wir die kompakte 3-dimensionale Produktmannigfaltigkeit My := M x [0, T].
Da [0,7] C R, ist an jeder Stelle ¢ € [0,7] mit dem Vektor d;(t) = 0/0t(t) eine
Basis des Tangentialraums 7;[0, 7] gegeben. Ist Xp € T(, My ein Vektor, so kann
er lokal als

3
Xr =Y X'0;+X'0, mit X', X' € R

i=1

geschrieben werden.

Da wir natiirlicherweise fordern, dass der Raum (M) und die Zeit ([0, T]) orthogonal
zueinander stehen, gibt es Karten, so dass die Riemannsche Metrik gr von My an
der beliebigen Stelle (x,t) € My lokal in Matrixform die Gestalt

(9ij)1<i 0
(ngl)lngSg = ( J 10§ J<2 N
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wobei (9ij),<; ;<, die lokale Darstellung der Riemannschen Metrik g um den Punkt
x € M ist. Fiir den Gradienten V. u¢ erhalten wir somit lokal

Vgou = gijﬁjueai + Oyuo,

und die H'(My)-Halbnorm von u€ kénnen wir wie folgt abschitzen:
T T
‘ue‘Hl’l(MT) = / / |V9TUE|QT dvgdt = / / \/gij@-ue@jue + (8tu€)2 dUgdt
o Jum o Jum

T T
< c/ / |V uf|, dvgdt + c/ / |Oyu| dvydt
0o Jm o Jm
T T
= C/ TV(ue(t)) dt + C/ H@tue(t)HU(M) dt,
0 0

wobei ¢ > 0 eine Konstante der Normiquivalenz im R? ist. Somit folgt fiir die
HY'(Mz)-Norm von u¢, dass

T T T
”UEHHLI(MT) < / ”ue<t)HL1(M) dt —|—C/ TV<u€<t)) dt —|—C/ H8tu€<t)HLl(M) dt .
0 0 0
T T, Ts

Fiir 77 erhalten wir mit (£3.4]) und ([AI3]), dass
T T
0 0
Mit Lemma B2 erhalten wir bei Ubernahme der Notation
T
T < / Cp(ug) exp(Cat) dt < TCpg(ug) exp(CAT),
0

wobei Cp(uf) = Cpa [||divy (F(uf, ) [|n1an) + €llAullran] + Cr2 TV (uf). Fiir
Cp(uf) gilt wegen der Divergenzfreiheit von f und wegen (413

Cp(up) < Cpa { /M ’(8uf(u6,~),vgu8)g dv, +CTV(u0)} + Cpo TV (ug)

(4.3.5)

< (g1 + CpaTV(up)

TV (up) I{é%}( 0u.£ (1, 2)|, + C' TV (uo)

ueJ

= CQ,

wobei J := [—||uo| = (a1), ||to]| L= (ar)] und Cy > 0 unabhéingig von € ist. Unter Aus-
nutzung von (L23)) und der Differentialgleichung (2.1]) konnen wir 75 abschétzen
durch

Ty < T)0u(0) | gy = T [|| divy (£(ug, ) p2(an) + el Aull )] < TCs,
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wobei der letzte Schritt analog zur Behandlung von 75 funktioniert und C5 > 0
nicht von e abhéngt. Insgesamt gilt also fiir alle €

”ue”Hl,l(MT) S T”uOHLl(M) + CTCQ eXp(CAT) + CTCg.

Somit ist die Familie u¢ gleichmiiRig in H!(Mrp) beschrinkt und aus dem Kondrakov-
Theorem (Satz A31]) folgt, dass eine Teilfolge u% mit

u“ — u in L'(My) fiir j — oo (4.3.6)

existiert. Um zu zeigen, dass u eine Entropielésung im Sinne von Definition (B.4.1])
ist, multiplizieren wir Ungleichung (LI5) mit einer nichtnegativen Testfunktion
p € C§°(M x [0,T)) und integrieren iiber M x [0,7):

/ / 00, (U(u) / / o divy (F(u®, / / AU (u%)
0,7 0,7 0,7
<:>/ 8tS0U U J / / g(pv 7 )>
[0,7] 0,7
/ p(,0)U(ug) > —e / / AgpU (u)
M 0,7

Im Grenzwert fir e — 0 erhalten wir

/M [O,T]ath //OT Voo, F(u, ), +/ ¢(+,0)U(ug) > 0,

was zeigt, dass u eine Entropielosung ist.

Aus ([A34) und [@LI3) folgt, dass

lu @)l zoany < llug’ |zean < lluollzron.

Die L'-Konvergenz aus (£3.6]) sagt uns, dass fiir fast alle (z,t) € My u%(x,t) —
u(z,t) fir j — oco. Mit dem Lemma von Fatou folgt somit fiir fast alle ¢ € [0, 7] die
LP-Stabilitdt (A30), ndmlich

lu()]|zr = (/M\u(:c,t)v’ dvg(x))% - ( [ | i o w0 dvg(x)f

< (tmint [ w0 o))" = timint [0 ) < ol
M J—00

G0
Mit (A3.5) und Lemma [L.2.7] gilt
TV (u(t)) < Cyexp(Cyt) fiir alle t € [0, T7.
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Es gilt somit nach der Definition der Totalvariation (Definition [.0.4)) fiir ein belie-
biges X € 7 (M) mit sup,, |X]|, <1

/ u(t) divy X < Cyexp(Cat) fir alle ¢t € [0, 7.
M
Einfiigen einer Null liefert

/ (u(t) —u(t))divy, X + / u(t) div, X < Cyexp(Cat) fiir alle ¢ € [0, 7.
M M

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle €. Deshalb konnen wir zum Grenzwert iibergehen
und erhalten, da M kompakt und div, X glatt ist, dass

/ u(t) div, X < Cyexp(Cat) fiir fast alle ¢ € [0, 7.
M

Da X beliebig war, kénnen wir auf der linken Seite das Supremum iiber alle solche X
nehmen und erhalten (£3.2)). Den Beweis der L'-Kontraktion (£3.3]) wollen wir hier
nicht ausfiihren, sondern verweisen auf [BALOT, Seite 14]. Aus der L'-Kontraktion
folgt schlieklich die Eindeutigkeit der Entropielésung. O

Bemerkung 4.3.3. Erhaltungsgleichungen im Euklidischen (M = R") erfillen die
sogenannte TVD—Eigenschafﬂ, falls der zugehérige Fluss £ = f(u) nur von der er-
haltenen Gréfie und insbesondere nicht von Ort und Zeit abhdngt. Fir Mannigfal-
tigkeiten haben wir mit ({.2.7) gezeigt, dass die Totalvariation zu jedem Zeitpunkt
endlich bleibt. Das folgende Lemma und das darauf aufbauende Beispiel zeigen, dass
eine T'VD-FEigenschaft im Falle von Mannigfaltigkeiten nicht zu erwarten ist, auch
nicht fir divergenzfreie Flisse f. Dies resultiert nicht erst aus Geometrie- oder
Krimmungseigenschaften, sondern schon allein aus der Abhdngigkeit des Flusses
vom Ort, was bei Fliissen auf Mannigfaltigkeiten jedoch stets der Fall ist.

Das folgende Lemma gibt Losungen der Erhaltungsgleichung im Euklidischen fiir
eine geeignete Klasse von Fliissen f an.

Lemma 4.3.4. Sei ug € C*(R?) und V : R? — R? cin glattes Vektorfeld, das
durch, (1, 3) — (Vi(x2),0)" dargestellt werden kann, wobei Vi € C®(R). Dann ist
u(xy, 9, t) == ug(zy — Vi(22)t, x3) €ine Lisung von

O+ div (F(u,+)) =0  auf R* x RY, (4.3.7)

falls f(u, z) := uV(x) fir u € R und x € R%.

ITVD steht fiir Total Variation Diminishing und bedeutet, dass die Totalvariation der Entro-
pielosung im zeitlichen Verlauf nicht anwichst.
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Beweis: Wir berechnen einerseits

0
Ou(z1, 22, t) == (uo(x1 — Vi(xa)t, 22))
ot

= — Vi(w2)Oruo(x1 — Vi(x2)t, 22),
andererseits folgt dann
div (f(u(zy, e, t), 21, 22)) = div (u(xq, 22, t)V (21, 22))
=Vu(xy,xo,t) - V(x1,22) + u(xy, T2,1) div V (21, 29)
=0
=V (uo(z1 — Vi(z2)t, 22)) - V (21, 22)
=01uo(z1 — Vi(x2)t, 29) Vi (2)
= — @u(azl, o, t)
O

Bemerkung 4.3.5. Der Fluss f(u,-) := aV aus Lemma[].37 ist divergenzfrei, da
divV = 0.

Das folgende Beispiel zeigt, dass bereits bei einem divergenzfreien Fluss im FEuklidi-
schen (R?) die Totalvariation der zugehérigen Entropieldsung im zeitlichen Verlauf
ansteigen kann.

Beispiel 4.3.6. Wir betrachten Lemma[{.3.]) fiir den Spezialfall
Vi(x2) := sin(z2),
ug (21, 22) 1= V(1) ¥(x2),
wober
W(2) 1= L(jzmni<n/2) 08" (2)-

Die zeitliche Entwicklung von u sehen wir in Abbildung [{-2 Nun erhalten wir fir
die partiellen Ableitungen

O1ug(z1,22) = \I’/(ffl)\l’(@) = —2tan(z1) V(1) V¥ (z2),

Do (1, 19) = W (1) V' (22) = —2 tan(z)V(xy) ¥ (22), (4.3.8)
da

W' (2) = Lijaenj<n/2}2 cos(z)(—sin(z))
sin(z)

= =2 L{.r|<n/2} cos?(2)

~—

cos(z
= —2tan(z)V(z)
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fir z € R. Der (klassische) Gradient von u berechnet sich zu

VU(.Tl’xQ’t) = ( 81U0(l’1 - Sin(lj)t,lj) ) .

Ooug(xy — sin(xa)t, 2) — cos(x2)toiug(xy — sin(za)t, )

Somit 1st

N

|Vu(zy, x9,t)] = [(81u0)2 + (Daup — cos(xg)t81u0)2] ,

wobei das Argument (z1 — sin(za)t, z2) aus Grinden der Lesbarkeit weggelassen
wurde. Mit (4.3-8) sehen wir, dass dann

|Vu(xy, ze,t)| = [(—2 tan(:%l)\lf(ijl)\ll(xg))z

NI

+ (=2 tan(2a) V() U(xy) — cos(xa)H(—2 tan(F )T (F1) U(x2)))?]
=2 (1)U (x2) [tanz(il) + (tan(xg) — cos(z)t tan(:il))Q] ,

I

wobei T1 := x1 — sin(xy)t. Die Totalvariation von w zum Zeitpunkt t berechnet sich
demnach zu

TV(u) = . |Vu(z)| dx
=2 /_Oo /_OO U (21)¥(22) [taHQ(fl) + (tan(za) — cos(:cg)ttan(izl))z}%dg;ld@.

FEine numerische Berechnung des obigen Integrals mit 10.000 (N = 100), 1.000.000
(N = 1.000) und 100.000.000 (N = 10.000) Quadraturpunken ist in Abbildung
[, (b) dargestellt. Alle drei Kurven scheinen in der Abbildung aufeinander zu
liegen, was die Konvergenz der numerischen Berechnung bestdtigt. Dass die Kurven
ansteigen, zeigt, dass die Totalvariation im zeitlichen Verlauf anwdchst.
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x,~Achse

- - - - 5 1 1 1 1
) 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x,~Achse Z e it t
(a) Das Vektorfeld V. (b) Zeitliche Entwicklung der Totalvariation

von u.

Abbildung 4.1: Wir sehen im rechten Bild, dass die Totalvariation der exakten Losung
zeitlich anwéchst, sogar wenn das zugrunde liegende Vektorfeld (linkes Bild) divergenzfrei

ist.

(d) u fir t =0,6 (e) u fiirt =0,8 (f) wfirt =1,0

Abbildung 4.2: Zeitliche Entwicklung von u fiir sechs Zeitpunkte.



Kapitel 5

Die TVx-Abschatzung

In Kapitel 4 haben wir gezeigt, dass die Totalvariation der Entropielésung vom An-
fangswertproblem (BI.1)) und (B12) unter gewissen Annahmen zu jedem Zeitpunkt
endlich ist. Wir wollen in diesem Kapitel einen modifizierten Begriff der Totalvaria-
tion, die sogenannte Totalvariation entlang eines Vektorfeldes, einfiihren und zeigen,
unter welchen Bedingungen sie fiir alle Zeiten durch die Anfangsdaten beschrankt

bleibt.

5.1 Motivation

Als Motivation prasentieren wir eine neue Proposition, die aufzeigt, dass unter be-
stimmten Annahmen an den Fluss f die Erhaltungsgleichung ([B.1.1]) lokal zu einer
Familie von eindimensionalen Erhaltungsgleichungen entkoppelt.

Proposition 5.1.1. Seif = f(u,x) ein glatter Fluss auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M™, g) ohne Rand, der als

f(u,z) = f(u,x)V(x) + W(z) firxze M undueR

geschrieben werden kann, wobei f € CY(R x M) und V,W € T (M) Vektorfelder
sind mit f(u,-)divy, V 4+ div, W = 0 fir alle u € R. Ist u fir einen solchen Fluss
f eine Losung der Erhaltungsgleichung (31.1]), dann erfillt u eindimensionale Er-
haltungsgleichungen entlang der Integralkurven von V, das heifit, falls v : J — M
eine Integralkurve des Vektorfeldes V ist, dann erfillt u(s,t) := u(~y(s),t) die Er-
haltungsgleichung

Ou(s,t) + % (f (u(s,t),7(s))) =0  fir (s,t) € J x RT. (5.1.1)

77
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Beweis: Da f(u,-)div, V +div, W = 0 ist, gilt auf M x R*
Ou = —divy (f(u,-))
——dlvg flu, ) V+W)
D, )V g, V), = { (To ), ), V), —F(u, ) div, V — div, W

~
=0

—(Vgu, 0uf (u,-)), = ( (Vo f)(u,-), V), .
Aus dieser Identitdt und der Definition der Integralkurve (Definition Z.6.0]) folgt,
dass

(7 Gils, 0 (5))) =0 f

S

ng)( ( t),y o

( 5,1),7(5)) (7'(5), Vgu(r(s), 1),

( £);7(s)), V(1(s))),
)

=—@wws
= — d,u(s,1)

fir (s,t) € J x RY. Damit ist (.1T]) gezeigt. O

5.2 Die Totalvariation entlang von Vektorfeldern

Der eindimensionale Charakter der Erhaltungsgleichung entlang der Integralkurven
des zum Fluss gehdrigen Vektorfeldes, den uns Proposition B.1.1] verdeutlicht, l&sst
vermuten, dass die Totalvariation entlang dieser Integralkurven nicht ansteigt. Diese
Vermutung motiviert die folgende, systematische Untersuchung der Totalvariation
entlang von Vektorfeldern. Dazu machen wir folgende Definition (vgl. [ABALO5.
Seite 3]).

Definition 5.2.1 (Totalvariation entlang X). Sei (M™", g) eine differenzierbare
Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und v € L*(M). Die Totalvariation von
u auf (M, g) entlang des Vektorfeldes X € T (M) ist definiert durch

TVx(u):=  sup / u div, (X) dv,.
peC (M), JM
llell oo (ary <1
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Fiir glatte Funktionen w: M — R gilt dann
TVx(u) = / IX(u)| do,.
M

Ist TVx(u) < oo, dann hat u eine beschrinkte Totalvariation entlang X.

5.3 Differentialgleichung fiir X(u)

Die folgende Proposition aus [ABALOS] Proposition 2.1] stellt eine Identitéat iiber
die Richtungsableitungen der Losungen von (B.11]) zur Verfiigung, die als Ausgangs-
punkt fiir den darauf folgenden Satz iiber die Abschétzung der Totalvariation von
Losungen von (BT entlang von Vektorfeldern dienen wird.

Proposition 5.3.1. Sei (M", g) eine differenzierbare Riemannsche Mannigfaltig-
keit ohne Rand und u : M x Rt — R eine glatte Losung der Erhaltungsgleichung
(Z11), wobei £ = f(u,-) ein glatter Fluss ist. Sei X ein beliebiges glattes Vektorfeld
auf M. Dann erfillt die Funktion X(u) : M x RT — R die folgende Differential-
gleichung.

Or(X(u)) + divy (X(w)duf (u, ) = = (Vgu, (Lx0uf) (u, ), — X (divy ) (u, -).
(5.3.1)

Beweis: Wir wenden das Vektorfeld X auf die Erhaltungsgleichung (B1.1]) an, was
zu

O (X(u)) + X (divy(f(u,-))) auf M x R"
fithrt. Es bleibt also noch zu zeigen, dass

X (div (£(u,-))) = divy (X)L, ) + (Vu, (Lxduf) (u,)), + X (divy £) (u, ).
(5.3.2)

Nun ist mit (ZI47) und [2I43)) aus Lemma ZT1T]
A =X (div, ((u, ) = X ((div, £)(u, ) + X ((vgu, B, (u, -)>g)
= X(divy ) (1, ) + X (u) (divy 0uf)(u,) + X ((Vyu, 0 (w,)), )
und mit der Produktregel aus Lemma und mit (ZTZT) sehen wir, dass
Bt = divy (X(w)d,£(u, ) = X(u) divy(D,£(u, -)) + (Vy(X(w)), D (u, )),
= X (u)(divy 0,8) (u, -) + X (1) (Vgtu, Dy (11, ), + (Vo (X (1)), Duf (1)

g
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Kombinieren wir beide Gleichungen, so erhalten wir

A =B+ X(div, f)(u, ) + X (<vgu, £ (u, -))g)
— X(u) (Vgu, Ouuf (u,-)) , = (Vg(X(w)), 0uf (u,)), -

g

Mit der Lie-Ableitung von Tensorfeldern (vgl. Definition Z9.9]), angewendet auf die
Riemannsche Metrik g, konnen wir schreiben

X ((Vyu, 08 (u,)),) = (£x9) (Vgtt, 0F (1, )
+{Lx Vg, 0 (u, ), + (Vgu, Lx(DuE(u, ),

und erhalten mit (2.14.2)

A= B+ X(div, f)(u,) + (Lxg) (V,u, duf(u,-))
+(LxVgu = Vy(X(u)), duf(u,-),
+(Vu, Lx(0uf(u, ) — X(u)Ouf (u, ) .

9

(Vg (LxDuf) (1))

Die Identitét (5.3.2)) ist also gezeigt, falls fiir alle Vektorfelder X, Z € T (M) gilt,
dass

(LxVyu = Vy(X(u)), Z), = =(Lxg) (Vqu,Z) .

g

In lokalen Koordinaten ist fiir die i-te Komponente in der Koordinatenbasis

(LxVyu — V,(X(u)) = X70,Viu — VIud; X' — V(X7 0;u)
= X/(9;V'u — V'Oju) —VIud; X' — V' X' 0;u,  (5.3.3)

~\~

=1 =:19

wobei X die i-te Komponente von X in der Koordinatenbasis bezeichnet und V¢ =
g9, (vgl. Definition 2ZI37)). Fiir [; schreiben wir

Iy = X7 (9;V'u = V'0ju) = X7 (9;(g"0u) — g"010;u) = X’ 0;9"0u
=X(9") 919" Onu = X(9") g5, V'u = —=X(g13)9" V7,
N——

o

(5.3.4)
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wobei wir hier ausgenutzt haben, dass X(g") g4+ X (g1;)9" = X(g"g1;) = X(8}) = 0.
Um /5 zu behandeln, berechnen wir zunéchst die lokalen Komponenten von Lxg:

(Lxg)ji = (Lxg) (9;,0) =X(gj1) — (Lx0;,01)g — (0, LxOr)4
:X(gjl) — <Xm 8m5; 8, — @X’”@m, 81)9
=0
— (05, X" 060; — O, X" O,

=X(gjt) + 0; X" gt + O X" G-

Somit gilt

—Vug"((Lxg)jt — X(g1)) = =V ug"(0;X™ gt + X" gm;)
= V0, X' = V'X/0;u = I,
und aus (£3.3), ((:34) und (B3.3) erhalten wir schliefslich
(LxVgu— Vy(X(w)) = —g"VIu(Lxg) .

(5.3.5)

Aus der letzten Gleichung kénnen wir folgern, dass

(LxVyu = Vy(X(w), 2), = =gimg" V' u(Lxg) 2"

= —Viu(Lxg)Z'
= —(ﬁxg)(vgu, Z)7

wobei Z° die i-te Komponente von Z in der Koordinatenbasis bezeichnet. Daraus
folgt letztlich die Behauptung. O

Im Beweis von Proposition 5.3l haben wir eine Identitéit gezeigt, die wir im folgen-
den Korollar noch einmal extrahieren.

Korollar 5.3.2. Sei (M",q) eine differenzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit
ohne Rand und u : M — R eine glatte Funktion. Dann gilt fiir jeden glatten Fluss
f = f(u,-) und jedes glatte Vektorfeld X auf M

X (div (£(u,-))) = divy (X)L, ) + (Vu, (Lxduf) (u,)), + X (divy £) (u, ).

5.4 Die Abschatzung

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Kapitels. Es ist eine Abschwichung
von [ABALO5S, Theorem 2.3| in dem Sinne, dass wir eine glatte Losung vorausset-
zen, statt nur einer Entropielosung. Der Grund dafiir ist, dass die Argumentation
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aus [ABALOS| nur den Fall behandelt, in dem eine glatte Losung u vorausgesetzt
ist. Auf Anfragen hin und nach darauf folgenden Gespréchen war es auch den Au-
toren von [ABALOQ5| nicht moglich, den Beweis auf Entropielésungen auszuweiten.
Deshalb betrachten wir nur glatte Losungen und stellen den Beweis aus [ABALQS]
ausfiihrlich dar.

Satz 5.4.1 (Totalvariationsabschitzung). Sei u eine glatte Losung der Erhal-
tungsgleichung (311) auf einer differenzierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) ohne Rand, wobei f = f(u,-) ein glatter Fluss ist. Sei X ein glattes Vektor-
feld auf M und bezeichne u(t) = u(-,t).

1. Dann erfillt die Totalvariation von u entlang von X fir jedes t € Rt die
folgende Ungleichung:

TVx(u(t)) < TVx(u(0)) + sup \(,Cxﬁuf)(u,-)\g/oTV(u(T))dT

M x(0,t)
+ [1X (divg £) (u, ')HLI(Mx(O,t)) :

2. Fualls f divergenzfrei ist und die Lie-Klammer von 0,f und X verschwindet, das
heifft Lx0,f(u,-) = 0 fir alle w € R, dann hat u beschrinkte Totalvariation
entlang von X fiir alle Zeiten t > 0, falls dies zur Zeit t = 0 gilt. In diesem
Fall gilt also

TVx(u(t)) < TVx(u(0)) fir alle t > 0.

Beweis: Wie beim Beweis von Lemma [.2.7] fiihren wir zunéchst eine Regularisie-
rung s; : R — [—1,1] der Signum-Funktion ein, die folgende Eigenschaften haben
soll:

L. ss(x) = —ss(—x),
2. 55 >0,
3. ss'(x) =0 fiir |x| > 4,
4. |ss'(x)| < C6! fiir |z| < § mit einer Konstanten C' > 0.
Multiplizieren wir (5.31]) mit ss(w), wobei w := X (u) : M x RT — R, und inte-

grieren iiber M, dann erhalten wir

/Ms(;(w)ﬁtw dvg+/ ss(w) divy (wo,f(u,-)) dv,

M

=— /M ss(w) (Vgu, (Lx0uf) (u,-)), dvg — / ss(w)X (divy £) (u, -) do,.

M
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Mit 7(y) == [, s5(§)d¢ und partieller Integration im zweiten Term auf der linken
Seite erhalten wir

d

— [ r(w) dy, —/ ss(w)w (Vyw, d,f(u, ) du,

=— /M ss(w) (Vgu, (Lx0uf) (u,-)), dvg — /M ss(w)X (div, £) (u, -) do,.
(5.4.1)

Dabei sei beachtet, dass die Voraussetzungen fiir das Vertauschen von Zeitableitung
und Integral im ersten Term erfiillt sind. Um das zweite Integral auf der linken Seite
von (.4.7]) zu berechnen, benutzen wir dasselbe Argument wie im Beweis von Lem-
ma [L.2.1], ndmlich, dass spt s§(w) C {|w| < §}. Es reicht also, tiber {0 < |w| < 6} zu
integrieren. Dort kénnen wir aber |w| durch § abschitzen und da |ss'(z)| < C671,
gilt

SC(f,u,w,ng)/ 1 dv, — 0,

{0<|w|<d}

'/ ss(w)w (Vyw, d,f(u,-)), dv
M
falls 6 — 0. Integrieren wir (L.41]) iiber das Intervall (0,¢) und betrachten den

Grenzfall fiir 6 — 0, so erhalten wir nach Abschétzung der Terme auf der rechten
Seite

t
[ twtolds, < [ qeoldy [ [ 19,0, 100x008) ), dugde
M M 0 JMm
t
+/ / X (div, f) (u,-)| dv,dt.
0 JMm
oder mit den Definitionen von TVx und TV

TVx(u(t)) < TVx(u(0)) + Msxu(gt) |(Lx0.f)(u, -)|g /0 TV (u(r))dr

+ [ X (divg f) (u, ')||L1(M><(O,t)) :



84

DIE TV x-ABSCHATZUNG




Kapitel 6

Erhaltungsgleichungen auf der
Sphire S?

In der Geophysik ist der Spezialfall M = S? von besonderem Interesse, da die 2-
Sphére als Modell fiir die Erdoberflache dient. So wird zum Beispiel der globale
Luft- oder Meeresstrom auf der Erdoberfliche durch das mathematische Modell
der Shallow Water Gleichungen auf der 2-Sphire beschrieben ([WDH¥92,
[CP96, [CHLOS, RBLO04, [Gir00]). Diese Gleichungen stellen ein System von nichtli-
nearen hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen dar. Die in dieser Arbeit
betrachteten nichtlinearen hyperbolischen skalaren Erhaltungsgleichungen sind ein
Modellproblem fiir solche Systeme.

Aus diesem Grund wenden wir uns in diesem Kapitel dem Spezialfall M = S?
zu und versehen S? mit der Riemannschen Metrik g = glg, die vom Standardska-
larprodukt § := (-, -)gs des R? durch die Inklusion ¢ : §* — R3 auf S? induziert wird
(vgl. Beispiel 2Z10.5]). Die Erhaltungsgleichung (B.1.]) wird dann zu

O+ div, (f(u,-)) =0 auf $* x RT, (6.0.1)

wobei die Funktion u : S x R* — R gesucht ist und f = f(u, ) fiir jeden Wert
des Parameters 4 € R ein differenzierbares Vektorfeld auf S* ist, das glatt vom
Parameter % abhingt. Der Fluss f(@, -) ist also insbesondere an jeder Stelle x € S?
aus T, S? und somit tangential an S?.

Zu Beginn des Kapitels fiihren wir lokale Koordinaten, die sphéarischen Koordina-
ten, fiir die 2-Sphére ein. Danach iiberlegen wir, wie sich Tangentialvektoren an
S? mithilfe der Einbettung ¢ : S* — R3 anschaulich darstellen lassen. Weiter wol-
len wir untersuchen, wie man Fliisse f konstruieren kann, die divergenzfrei sind.
Schliefslich entwickeln wir ein Beispielproblem, das in sphérischen Koordinaten zu
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einer eindimensionalen Differentialgleichung entkoppelt und deshalb besonders gut
fiir numerische Tests geeignet ist.

6.1 Spharische Koordinaten

An dieser Stelle wird die Beschreibung der 2-Sphére anhand von sphérischen Koor-
dinaten untersucht. Diese haben den Vorteil, dass sie bis auf eine dvol,-Nullmenge
die ganze Sphére parametrisieren. Sphérische Koordinaten fiir die 2-Sphére haben
wir in Beispiel 2.2.3] b) eingefithrt. Wir definieren die 2-Sphére als eine Teilmenge
des R3 durch

S?:={(z,y,2) e R*|2” +y* + 2> =1} C R’

Jeder Punkt auf S* kann durch die Angabe seines Breitengrades ¢ € [0,27] und
Léangengrades 0 € [0, w] dargestellt werden (siehe Abbildung 23]), das heift

S* = {(cosgsin b, sin psinf, cosf) € R* | ¢ € [0,2n],0 € [0,7]} .
Die Abbildung
X0 : Qo — S? (i, 0) — (cos psin b, sin psin b, cos ),

mit Qo := (0,27) x (0,7), ist eine Parametrisierung der Sphére bis auf eine Null-
menge. Wir wollen im Folgenden nur glatte Funktionen auf S? betrachten. Deshalb
ist es sinnvoll, periodische Randbedingungen fiir ¢ | 0 und ¢ T 27 einzufiihren,
oder, aquivalent dazu, die Stellen ¢ = 0 und ¢ = 27 zu unserem Parametergebiet
Qo hinzuzufiigen und miteinander zu identifizieren. Bis auf die Pole kénnen wir die
Sphére also parametrisieren durch

xp: Q0 —S%  (p,0)+— (cospsinf,sin@sinb, cosh),

mit Q := T x (0, 7). Dabei ist T" := [0, 27|, wobei die Stellen p = 0 und ¢ =
27 miteinander identifiziert sind. Da wir nur glatte Funktionen auf S? betrachten,
kénnen wir diese durch Funktionen von (¢, #) € ) reprasentieren und, aufgrund der
Stetigkeit, auf ganz S?, das heikt zu den Polen (0 = 0 und 6 = 7 ), fortsetzen.

6.1.1 Tangentialvektoren in spharischen Koordinaten

S? ist eine C°-Untermannigfaltigkeit des R?® und an jeder Stelle x € S? kénnen
wir den Tangentialraum 7, S? als 2-dimensionalen Unterraum des T, R3 = R? auf-
fassen. Die Koordinatenvektoren der sphérischen Koordinaten schreiben wir fiir
x = xp(p,0) € S? in Kurzform als

9 d
Op = 0,(x) 1= % und Oy = Op(x) := 5

X
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Fassen wir diese Vektoren als Elemente des T}R? = R3 auf, dann erhalten wir
fiir die Koordinatenvektoren an der Stelle x = xp(p,0) € S? mit der Formel aus
Bemerkung 247

0
Oy(x) = % = (—sinpsinf, cos psinf,0) = sin f(— sin ¢, cos ¢, 0),
R (6.1.1)
Op(x) = 85(_; = (cos p cos b, sin p cosf, —sin b).
(¢.0)

6.1.2 Die Riemannsche Metrik in spharischen Koordinaten

Mit der Formel aus Beispiel oder anhand von (ZI0.I) sieht man, dass sich
die lokale Darstellung der Riemannschen Metrik an der Stelle x = xp(ip, ) € S? zu

Jop(X) = (0p(x), 0, (X)) s = sin” 6,

Gop(X) = gpn(X) = (0p(x), Op(x))gs = 0,

9o0(X) = (0p(x), Op(x))gs = 1
berechnet, in Matrixform ist also

sin?d 0 o 1
(gz‘j)z’,j:@,e (x) = ( 0 1) und (gj)m,:%e (x) = (sube 1) '

6.1.3 Die Erhaltungsgleichung in spharischen Koordinaten

Wir wollen nun den Fluss f in sphérischen Koordinaten schreiben. Dieser lésst sich
in der Koordinatenbasis schreiben als

f(fb, XP(@) 8)) = f@(ﬂ’ P, 0)8<P(XP(S07 8)) + fe(ﬂv 2 0)89(Xp(<p, 0))7
wobei 4 € Rund f¥#, f? € C*°(RxQ). Da die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes
V = V%9, + V%9, in sphirischen Koordinaten die Gestalt

1 s, 0
: _ 0 e D g
div, (V) g (&p (V¥sind) + 20 (V?sin 9)) (6.1.2)

hat (vgl. (Z121])), lautet die Erhaltungsgleichung (6.0.1]) in sphérischen Koordina-
ten nach Multiplikation mit sin 6
0 0
Oy (usin®) + % (f?(u,,0)sin0) + 70 (f°(u,,0)sinb) =0, (6.1.3)
2
wobei wir durch die Stetigkeit von u auf ganz S? bzw. durch die Identifizierung von
¢ = 0 mit ¢ = 27 eine periodische Randbedingung
u(t,0,0) = u(t,2m,0) fir 6 e (0,7), t >0

erhalten.
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6.2 Eingebettete Darstellung

Wir wollen in diesem Abschnitt, der stark an [BALO7| angelehnt ist, stérker aus-
nutzen, dass die Sphire S? isometrisch in den R?® eingebettet ist. Somit fassen wir
nun alle Tangentialvektoren aus dem Tangentialbiindel T'S? als Elemente des R? auf
(siche dazu Beispiel 2Z7.5]). Im Folgenden kiirzen wir das euklidische Skalarprodukt
(-, )ps des R® mit dem Punkt “” ab. Des Weiteren bezeichnen wir mit “x” das
Kreuzprodukt im R3. An jeder Stelle x = xp (¢, 0) € S? definieren wir durch

n(p, d) := (cos psind, sin psin @, cos 6)

einen Aufseren Normalenvektor auf S? in R3.

6.2.1 Orthonormalbasis des Tangentialraums

Mithilfe der Koordinatenbasis aus (6.1.1]) konnen wir an jeder Stelle x = xp(p,0) €
S? eine Orthonormalbasis des Tangentialraums T,S? C R? definieren (vgl. Abbil-

dung [6.1)):

1 1 On ,
ti(p,0) = @Q{,(x) = ooy (—sinp, cosp, 0), 621
to(p, 0) == —0y(x) = —g—z = (—cos B cos p, — cos O sin p, sin 0).

Wir erhalten also mit dem Tripel (ti,ts,n) an jeder Stelle aus xp(2) C S? eine
Orthonormalbasis des R3. Einen Vektor V = V%0, (x) + V90y(x) € TiS* mit x =
xp(p,0) € S* kinnen wir als Element des R? auffassen und ihn darstellen als V =
V1t (@,0) 4+ V2ta(p,0)+V3n(p, 0), wobei V1, V2 V3 € R die Komponenten von V
in der Basis (ti(p,0),ta(p,0),n(p,d)) sind. Mit ([62.1]) sechen wir, dass

V = V20, (x) + VP0s(x) = sin OV?t1(p,0) — Vta(p, 0).

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten bei der Koordinatenbasis der sphé-
rischen Koordinaten einerseits und der eingebetteten Darstellung durch die Basis
(t1,t2,n) andererseits ist folglich

Vi=singve, V2=-v? Vi=o. (6.2.2)

6.2.2 Die Erhaltungsgleichung in der Basis (t;,ts,n)
Der Fluss f : R x  — R? kann jetzt als

fu, 0,0) = f1(u, 0,0)t1(0,0) + f*(u, 0, 0)ta(0,0)
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Abbildung 6.1: Das orthonormale Basisfeld (tq,t2).

mit f! = sinff¢ und f2 = — f¢ geschrieben werden. Wir lesen aus Gleichung ©12),
dass

U S ) R R
legf = ﬁ (@ - % <f Sln9>> . (623)
Mit u = u(t, ¢, 0) wird die Erhaltungsgleichung (6.1.3)) zu
8(usin9)+i<]ﬂ(ugp9))—2(f2(ug00)sin9>:0 (6.2.4)
t 890 ) 80 R ] . s

6.2.3 Das dreidimensionale Vektorfeld ®

Um Fliisse zu konstruieren, die divergenzfrei sind, und um die TVx-Abschétzung
auf der Sphére genauer zu untersuchen (vgl. Kapitel [7]), werden die folgenden zwei
Lemmata hilfreich sein. Das erste der beiden Lemmata ist neu, wogegen das zweite

in [ABALO5| Seite 12] zu finden ist.

Lemma 6.2.1. Sei f = f(u, ) € T(S?) fiir jedes u € R. Dann gibt es eine Umge-
bung T C R? von S* und ein dreidimensionales Vektorfeld ® = ®(u,-) € T(T), so
dass

f(u,x) =x x ®(u,x) fir alle x € S%. (6.2.5)
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Beweis: Wir definieren 7' := {x € R*|1/2 < ||x||» < 3/2} als Umgebung von S?.
Fiir x € T ist x/||x||» € S* und wir definieren fiir z € R

B (i1, x) = —— xf(a, @) (6.2.6)

%12

Fiir x € $? ist ||x|l2 = 1 und mit der Grafmann-Identitit sehen wir, dass in diesem
Fall

x X ®(u,x) = —x x (x x f(u,x)) = —x (x - f(u,x)) +f(u,x) (x - x) = f(u, x).
=0 =1
Da die Projektion x +— x/||x|| von T" auf die Sphére glatt ist, ist auch ®(au, -) glatt.

O

Lemma 6.2.2. Sei T' C R? eine Umgebung von S* und fiir jedes i € R sei ® =
®(u,-) € T(T) ein Vektorfeld, so dass (6:23) erfillt ist. Dann kann die Divergenz
des zugehdrigen Flusses f fir u € R als

sin 6

divy (€(0,) = s | (@@ xee0)- 55 ) = 3 (@@t 5 )|

geschrieben werden und die Erhaltungsgleichung (6-2.4) wird zu

Oy(usin @) + % (@(U,Xp(go,ﬁ)) : g—g) - % <<§(u,Xp(g0,9)) . g—;) =0. (6.2.8)

Beweis: Man kann leicht nachrechnen, dass die Basis (ti, to, n) positiv orientiert
ist, das heifst

nxt =ty und nXxty=—t;. (6.2.9)
Die Tangentialkomponenten von ®(u,xp(p,0)) berechnen sich zu
i (u,xp(0, ) = ®(4,xp(0,9)) - ti(p,0), i=1,2 (6.2.10)
und deshalb ist
f=nx®=nx (61-t1+2132-t2) =Pty — D%ty
und folglich

fl = —@% und fQ =P
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Andererseits folgt aus (6.2.0]) und (6.2.10), dass

= 1 8_n o2 — _ 8_n
(I)_sine P a5 und ¢° = P 20

und somit insgesamt fiir die Komponenten von f in der Basis (tq, to, n)

- on o 1 on
1T - — 2: [
F= (‘ﬁ 89) wd =500 (‘ﬁ &p)

und mit ([622) dquivalent dazu in sphérischen Koordinaten

1 on 1 on
Y — i o — _ L
7= 5o ((I' ae) ud == (q’ ago)'

Mit (6:2.3) und ([624) folgt nun die Behauptung. O

6.3 Konstruktion divergenzfreier Fliisse

Wir wollen uns in diesem Kapitel damit beschéftigen, wie wir Fliisse f auf der
Sphire S? konstruieren konnen, die divergenzfrei sind, das heikt die die Identitit

div, f(u,-) =0 auf $?

fiir u € R erfiillen. Diese Eigenschaft ist von besonderer Bedeutung fiir die Wohlge-
stelltheitstheorie mittels der Methode der verschwindenden Viskositét (vgl. Kapitel
). Man beachte, dass sie gleichbedeutend ist mit der Aussage, dass konstante An-
fangswerte (triviale) Losungen der Erhaltungsgleichung (B.1.1]) sind. Den Ideen aus
IBAFLO9| folgend, prisentieren wir an dieser Stelle zwei Methoden, divergenzfreie
Fliisse zu konstruieren. Wir werden uns im darauf folgenden Abschnitt dieser Me-
thoden bedienen, um ein Beispielproblem zu konstruieren, das zu einer eindimen-
sionalen Differentialgleichung entkoppelt und somit fiir numerische Experimente
besonders geeignet sein wird.

6.3.1 Homogene Fliisse

Das folgende Lemma ermdoglicht uns, aus einem in einer Umgebung von S? kon-
stanten dreidimensionalen Vektorfeld ® geméf (6.2.50]) einen divergenzfreien Fluss
f = f(u,x) zu konstruieren. Zu finden ist das Lemma in Seite 6], jedoch

mochten wir einen etwas kiirzeren, eigenen Beweis préasentieren.

Lemma 6.3.1 (Homogene Fliisse). Sei T C R? eine Umgebung von S* und sei
®(u,-) = P(u) € T(T) firu € R ein dreidimensionales Vektorfeld, das nicht vom
Ort abhingt. Dann ist der zugehorige Fluss £, x) := xx®(u) € Ty,S* divergenzfrei.
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Beweis: Unter Ausnutzung von ([G.2.7) sehen wir, dass

div, (£(d, ) = % (‘Wj) ' g_lel) B % (@@) ' 2_2)
9%n o 9*n

= (ﬁ u) - . =
(@) 5508 ~ 2 5aa, = O

6.3.2 Gradientenfliisse

Im néchsten Lemma, das aus [BAFL09, Seite 6] stammt, wird gezeigt, wie man
mittels skalarer Potentialfunktionen divergenzfreie Fliisse konstruieren kann.

Lemma 6.3.2 (Gradientenfliisse). Sei h = h(u,x) € C*°(R x T), wobei T' eine
Umgebung von S? ist. Der dreidimensionale Fluss ® sei definiert durch

®(u,x) := Vh(u,x) fir (u,x) € R x T, (6.3.1)

wobei V der klassische Gradient beziiglich x ist. Dann ist der zugehorige Fluss £ auf
der Sphire S?, f(u,x) := x x ®(u,x) € T,S?, divergenzfre.

Beweis: Wir benutzen den Satz von Gaufs (Satz[2ZI2.10) in einem beliebigen Gebiet
D C S? mit glattem Rand 9D fiir 4 € R:

/Ddivg (f(u,x))dvg:/ (f(u,x),N(x)), dvap

oD

= /aD f(u,x) - N(x) dvgp
— /aD (x x Vh(u,x)) - N(x) dvgp,

wobei dv, das Oberflichenmaf auf S?, N(x) die dukere Normale entlang 9D C S
an der Stelle x und dvyp das von (S?,g) auf OD induzierte Bogenlingenmalk ist.
Man beachte, dass t(x) := N(x) x x ein an 0D tangentialer Einheitsvektor an der
Stelle x € 9D ist und deshalb (x x Vh(u,x))-N(x) = Vh(u,x)-t(x) nichts anderes
als die Richtungsableitung von h entlang 0D ist. Da der Rand 9D eine geschlossene
Kurve darstellt, ist dann

/D div, (£(, x)) dv, = 0.

Dies gilt fiir jedes beliebige Gebiet D und deshalb kénnen wir schlussfolgern, dass
div, f(u,x) = 0 fiir alle u € R. O
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6.4 Entkoppelndes Beispielproblem

Ziel dieses Abschnitts ist es, durch eine geeignete Wahl des Flusses f ein Beispiel-
problem zu konstruieren, das in spharischen Koordinaten die Struktur eines ein-
dimensionalen euklidischen Problems mit periodischen Randbedingungen aufweist.
Erhaltungsgleichungen im R! sind sowohl in der Theorie als auch in der Nume-
rik bereits intensiv erforscht worden. Wir kénnen deshalb auf schon vorhandene
und etablierte numerische Verfahren in 1-D (siche z. B. [Krd97]) zuriickgreifen, um
durch Berechnungen in 1-D sehr prézise Approximationslosungen fiir die Gleichung
auf der Sphire S? zu erhalten.

6.4.1 Entkopplung der Erhaltungsgleichung

Das folgende Lemma zeigt, dass die Erhaltungsgleichung (G.0.1]) auf der Sphére
S? unter einer bestimmten Wahl des Flusses f zu einer Einparameterfamilie von
unabhingigen eindimensionalen Erhaltungsgleichungen auf 7" entkoppelt.

Lemma 6.4.1. Se: die Potentialfunktion h definiert durch
h:RxT— R, (w,z,y,z) — —f(u)z,

wober T := {x € R¥|1/2 < ||x||2 < 3/2} und f : R — R eine glatte Funktion ist.
Mt dem zugehorigen Fluss

f(u,x) := x x Vh(u,x)
wird die Erhaltungsgleichung (6.0.1) zu
0
Ou(t,p,0) + %f(u(t, ©0,0)) =0 auf T* fiir alle 0 € (0, 7).

Beweis: Fiir den dreidimensionalen Fluss ® (vgl. (€31])) erhalten wir
®(u,x) = Vh(u,x) = (0,0, —f(a)).
Damit und mit (62.0]) sehen wir, dass
_ On . _ on
@(U, X(QO, 8)) ’ %(@7 0) = f(u) sinf)  und (I’(U, X((p, 0)) ’ %(907 0) =0. (641)
Nach Einsetzen von (6.41]) in (6:2.8) erhalten wir
sin #0,u + sin 0% (f(u)=0

bzw. nach Division durch sin 6 fiir 6 € (0, 7)

0
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6.4.2 Beispielproblem

Das folgende, fiir diese Arbeit entwickelte Korollar hilft uns dabei, Losungen fiir
Beispielprobleme zu konstruieren, indem es aufzeigt, dass das Anfangswertproblem
in sphérischen Koordinaten die Struktur eines eindimensionalen euklidischen Pro-
blems mit periodischen Randbedingungen aufweist.

Korollar 6.4.2. Angenommen die Funktion u = u(p,t) ist eine Losung der Erhal-
tungsgleichung

dii(p.1) + % (@) = 0 auf T* x RY,

wobei f(u) := su?. Sei u = u(f) eine beliebige Funktion auf (0,7). Dann ist die
Funktion u = u(p,0,t), definiert durch

eine Losung von

Oyu(p, 0,t) + % (f(u(p,0,1))) =0 auf T* x (0,7) x R*

und somit fir die zugehorige Potentialfunktion h und den zugehérigen Fluss f aus

Lemma[671) auch eine Lisung von (G101).

Beweis: Nach Definition berechnen wir

'
9 1 9 0 (1 2
- 2 (5 @ite.a0ny) = 2 (3 ate007)
0
2 (f i 0.0)

Bemerkung 6.4.3. Der zu Lemma [0.4.1] gehdrige Fluss £ berechnet sich an der
Stelle x = (2,9, 2) = x(p,0) € S* 2u

fu,x) = x x Vh(u,x) = (= f(u)y, f(u)z,0) = f(u) (=y, ,0)
= f(u)sinf (—sing,cosp,0) = f(u)0,(x)

(vgl- (E2.3)).



Kapitel 7

Die TVx-Abschatzung auf der
Sphire S2

In der Einleitung des vorigen Kapitels haben wir erlautert, warum die 2-Sphére ein
besonders wichtiges Beispiel fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit darstellt. In die-
sem Kapitel wollen wir dort ankniipfen und untersuchen, unter welchen Bedingun-
gen die Totalvariation TV x (u) einer Losung u von (G.01]), der Erhaltungsgleichung
auf der 2-Sphiire, entlang eines Vektorfeldes X € 7(S?) in der Zeit nicht anwichst.
Aus Satz B.4.T] wissen wir, dass TVx(u) im zeitlichen Verlauf nicht ansteigt, falls
der zugehorige Fluss f divergenzfrei ist und

Lx0,f(u,-) =0 fiir alle u € R. (7.0.1)

Die Bedingung der Divergenzfreiheit auf der 2-Sphéare haben wir in Kapitel [0l schon
untersucht und wollen uns in diesem Kapitel Bedingung (.0.1]) widmen. Wir schran-
ken uns dabei auf den Fall von Gradientenfliissen (siche Definition [[.2.1]) ein, von
denen wir aus Lemma schon wissen, dass sie divergenzfrei sind.

7.1 Darstellung der Grofien auf S?

Wir greifen auf die in Kapitel [f bereitgestellte Darstellung von S? durch sphirische
Koordinaten und auf die Hilfsmittel zur Beschreibung von Funktionen und Vektor-
feldern auf S? zuriick. Insbesondere wollen wir Vektoren aus T'S? wieder als Elemente
des R? auffassen und Funktionen und Vektorfelder auf S? wieder als Funktionen und
Vektorfelder in sphiirischen Koordinaten ¢ € T" und 6 € (0, 7) schreiben, wobei T*
wie in Abschnitt definiert ist. Wir haben gezeigt (vgl. Lemma [6.2.7]), dass es fiir
einen beliebigen glatten Fluss f = f(u, ) und ein beliebiges Vektorfeld X € 7(S?)

95
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differenzierbare Abbildungen ® : R x 7" — R? und ¥ : T — R3 gibt, so dass

f(u,p,0) =n(p,0) x ®(u,n(p,0)), ®-n=0,

X (p,0) =n(p,0) x T(n(p,0)), ¥ -n=0, (7.1.1)

wobei T' eine Umgebung von S? ist und

n(p,0) = (cos psin b, sin psin §, cos ).

7.2 Die Gradientenbedingung

Wir formulieren die folgende Definition und zitieren zwei Bemerkungen aus [ABALQS,
Seite 13].

Definition 7.2.1. Sei f ein glatter Fluss und X ein glattes Vektorfeld auf S*>. Wir
sagen, dass f und X die Gradientenbedingung erfillen, falls es eine Umgebung T C
R3 von S? und differenzierbare Abbildungen ® : R x T — R3 und ¥ : T — R? gibt,
die (Z11) erfiillen, und Funktionen a : R x T — R und b : T — R existieren, die
fiir festes u € R nur von x/|x| € S* abhingen, das heift a(u,x) = a(u,x/|x|) und
b(x) = b(x/|x|) firx € T, und glatt auf T' sind, so dass

®(u,x) = Va(u,x/|x]), ¥(x) = Vb(x/|x|), xeT, (7.2.1)
wobei V der klassische Gradient beziiglich x ist.

Bemerkung 7.2.2. Ist die Gradientenbedingung fiir einen glatten Fluss f und ein
glattes Vektorfeld X auf S? erfiillt, so gilt, mit der Notation aus Definition [7.2.1,

®-n=0und ¥ -n=0 auf S*, (7.2.2)
das heifst die Vektorfelder ® und ¥ sind tangential an S?.

Bemerkung 7.2.3. Ist die Gradientenbedingung fiir einen glatten Fluss f und ein
glattes Vektorfeld X auf S? erfiillt, so folgt aus Lemmal6.3.3, dass der Fluss £ und
das Vektorfeld X divergenzfrei sind.

7.3 Darstellung der Vektorfelder mittels ® und ¥

Fiir den Rest des Kapitels sei u € R fest und wir schreiben @ in unseren Rechnungen
im Folgenden nicht aus, um die Notation zu verkiirzen.

Die Uberlegungen in diesem Abschnitt entstammen [ABAT05] Seite 14]. Wie schon
in Abschnitt wollen wir Vektoren aus T'S* in der Basis (t, t2),die in (G2T))
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definiert ist, darstellen. Im Beweis von Lemma [6.2.2] haben wir gesehen, dass wir
die Komponenten (f!, f2) von f in der Basis (t1, t2) an der Stelle xp(¢, ) darstellen
konnen als

1

sin 6

JEl:‘I"ne, JEZ:

wobei untere Indizes partielle Ableitungen kennzeichnen. Fiir die Komponenten
(f#, f%) von f in der Koordinatenbasis (9, Js) = (n,,ng) erhielten wir

® - n,, (7.3.1)

1 1
f?f= sinﬁ(ﬁ.ne’ fez—@@-ng,.
Analoge Uberlegungen fiir X ergeben
X' =W . ny, X? = 511110‘1' ‘1, (7.3.2)
und
X¢— L gy, P L
sin ’ sin 0 v

Das folgende Lemma bringt n mit seinen partiellen Ableitungen in Beziehung.

Lemma 7.3.1. Mit den bisherigen Notationen gelten die folgenden Identitdten.

n,, = —sin*6 n — sin 6 cos 0 ny, (7.3.3)
cos

nvg = m ng,, (734)

Ngp = —1. (735)

Beweis: Es gilt

n(p, ) = (cospsinf, sin psinf, cos ),
n, (¢, 0) = sinf(—sin p, cos ¢, 0),
ny(p,0) = (cosf cos v, cos O sin p, —sin b)),
n,,(p,0) = —sinf(cos ¢, sin ¢, 0),
ng(p,0) = cosf(—sin p, cosp,0) = % n,(p,0),
ngy(p,0) = (—sinf cos p, —sin @ sin p, — cos ) = —n(p, 7).

Dann ist
—sin? @ n(p, #) — sinf cosd ng(p, H)
= —sin? 6 (cos @ sin 0, sin p sin 6, cos §) — sin @ cos O (cos @ cos @, cos § sin , — sin §)
= —sin @ (cos p(sin? 6 + cos® #), sin p(sin® @ + cos? 6), 0)
= Ny (p, 0).
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7.4 Die Bedingung Lx0,f = 0 ausgedriickt durch ®
und ¥

Das folgende Lemma (JABALOS, Lemma 4.3|) driickt Bedingung (.0.1) mit den
Vektorfeldern @ und ¥ aus.

Lemma 7.4.1. Seif ein glatter Fluss und X ein glattes Vektorfeld auf S* und seien
die differenzierbaren Abbildungen ® : R x T — R und ¥ : T — R3 derart, dass
(Z11) erfillt ist. Dann ist Bedingung (Z.01) dquivalent dazu, dass das folgende
System von Differentialgleichungen erfillt ist.

(@, 10) (W, 1g) — (B, 1) (T 1) = —(F 1) (B 1) — (B, m))
—(¥ -n)(®, -n,)+ (¥ -ng)(P,, - ny),

(@, -1n9) (T, n,) — (R, 1,)(Ty - n,) = (¥ ng) (Ruy - n,) — sin6(P, - n))
+sin* (P - n)(®, - ng) — (¥ -n,)(Pu-ny).
(7.4.1)

Beweis: Wir schreiben die p-Komponente (Lxd,f)¥ von Lx0,f aus. Dann hat
Bedingung ((Z.0.1]) auf dieser Komponente die Form

0= (Lx0u,f)” = (X?0, + X 0p)(f£) — (F0p + [105)(X?),

was mit den Abbildungen ® und ¥ nach Multiplikation mit sin # geschrieben werden
kann als

1 1
Sin@ (‘I’ . Ilg) acp ((I’u . Ilg) — (‘I’ . ngo) 69 (m(ﬁu . Ilg)
1 1

Ausdifferenzieren und Multiplizieren mit sin @ fiihrt zu

(% 0) (B 00) + (1) (@ 0,) + o (01, (2, 0)

— (¥ - n,) (Pug - 19) — (¥ - ny) (P, - ngg) — (P, - 1p) (¥, - 1)

cos
— (B, 1) (¥ 1) -

) (@ -ny) (¥ -ny)
+(@y - my) (Po - ng) + (Py - 1) (¥ - npp) = 0.

Mit (C34) sehen wir, dass sowohl der dritte und der siebte Term als auch der
zweite und der achte Term sich jeweils zu Null addieren. Anwenden von ([Z.3.3)) und
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Umsortieren ergibt die erste behauptete Gleichung.

Die zweite Gleichung erhéalt man analog, indem man die §-Komponente von Lx0,f,
(Lx0.)" = (X790, + X 09)(f1) = (F£0, + [100)(X"),

mit den Abbildungen ® und W schreibt und Lemma [T.3.1] anwendet. O

7.5 Die aquivalente Bedingung fiir £x0,f =0

Der folgende Satz ([ABALOS, Theorem 4.2]) gibt unter gewissen Annahmen eine
daquivalente Bedingung fiir Lx0d,f = 0 an.

Satz 7.5.1. Seien f ein glatter Fluss und X ein glattes Vektorfeld auf S?, die die
Gradientenbedingung aus Definition[Z.21] erfillen. Dann ist Bedingung (ZX1) dqui-
valent dazu, dass es eine Funktion C : R x S* — R gibt, so dass X(C(u,-)) = 0
und

Ouf(u,-)=C(u, )X fiir alle u € R.

Beweis: Zuerst beweisen wir die einfachere Riick-Richtung. Dazu nehmen wir an,
dass eine Funktion C : R x S* — R existiert, so dass X(C(a,-)) = 0 und 9,f (4, -) =
C'(u,-)X. In beliebigen lokalen Koordinaten gilt dann fiir die i-te Komponente

[ExDE(@, )] = X(Fi(@, ) — 0,85, ) (X) = X(C(a,)X) — C (@, )X(X')
= X(C(u,)) X"+ C(u, ) X(X") — C(u, ) X(X") = 0.
(7.5.1)
Zum Beweis der Hin-Richtung nehmen wir an, dass £x0,f(u, -) = 0 und bezeichnen
mit ® : Rx7T — R}, :7 - RPunda: RxT — R, b:T — R die
differenzierbaren Abbildungen und Funktionen aus Definition [Z.2.1] die zu f und

X gehoren. Wir wollen zuerst zeigen, dass in sphéarischen Koordinaten fiir ¢ = ¢, 0
gilt, dass

a,i:(I"Ili, bi:\If-ni,
wobei hier a;(u, ¢, 0) := 0;(a(u,n(p,0))) und b;(p,0) := 0;(b(n(p,0))). Fiir b; folgt
nach Kettenregel und (7.2.T))
b(9.6) = 0,(b(n(. 0)) = Vb{n(p,0)) - ni(p,6) = Wn(p,0)) (.0,

wobei V den klassischen Gradienten bezeichnet. Analog berechnet man a;.
Wir kénnen das System (Z.4.1]) mit den Funktionen a und b schreiben und erhalten
nach Ausnutzung von (.2.2)) dafiir

aug(QOVb . Ilg) — aw((%Vb . Ilg) = —b¢(agvau . Ilg) —+ bg(&pvau . Ilg),

7.5.2
aup(0,Vb-ny) — ayp,(0 V- ny,) = by(0,Va, -n,) — b,(FVa, -ny). ( )



100 DIE TVx-ABSCHATZUNG AUF DER SPHARE S?

Mit den Identititen aus Lemma [7.3.1] finden wir

aypg = O9(Va, -ng) = HVa, -ng — Va, -n = 0yVa, - ny,

Aupp = 0p,(Vay -ny,) = 0,Va, -n, + Va, -n,, = 0,Va, - n, — sin 6 cos fa,y,

cos 0
gy = 0,Vay, -ng + Va, -ng, = 0,Va, -ng + sin@va" n,
cos 6
=0,Va, -nyg+ —a
v sing "’
cos 6
Oypy = - - = 0yVay, - n, + @auw

so dass also

OpVay, - ng = ayp,

0,Vay, Ny = e, + sin 6 cos Oay,

cos
0,Va, -ng = ayp, — g = OpVa, - n,.
Analog gilt fiir b
89Vb Ny = bgg,
0,Vb-n, = by, + sin 0 cos Oby,
cos

8¢Vb Ny = bg@ — mbv = 39Vb -y,

deshalb wird das Gleichungssystem (.5.2) zu

cosf cosf
o (b9<p - bip) - awprG - - bapau9€ + b@ (au9<p - ) )

sin 0 sin 0 up
. cos )
Ay (byy, + sin 0 cos Obg) — ay, <b9¢ — s'—b ) =bg(yypy + sin 6 cos Ga,g)

ing ”?
cos 6
— bép (aug@ — @aw)

cos O

ba99+bga9—a bgg—bga 0 —
v v g g st(

augb%@ + bQPCLugip - bgauw — Cprbipg =0.

oder dquivalent dazu

o bgo - b@ a'ucp) )

Mit der Produktregel sehen wir die Aquivalenz des Systems zu

(auoby — bgang)y = E(auebw — bpauy), (7.5.3)

(CLugb@ — bgaw)w =0.
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Das System (Z.5.3]) ist also dquivalent dazu, dass die Funktion h := a,gb, — bpau,
nicht von ¢ abhéngt und die Differentialgleichung

ho(@.0) = P h@ o) auf (0,7) (7.5.4)

sin 0

erfiilllt. Mit [Wal93| Seite 24| stellen wir fest, dass die allgemeine Losung von (.5.4))

auf dem Intervall (0, 7) die Form

mit

0 ] 0
cost - 0 .
G(0) = — df = — (logsin®) df = logsin @
(9) /ﬁ/2 7 /ﬁ/2 5 (logsin6) og sin
hat, wobei C' = C'(u) eine Konstante ist, die nur von u abhéngt. Also gilt
augbw — bgaw =sinf C. (755)

In den Komponenten (fL, f2, f3) von 9,f und (X', X2, X®) von X hat Gleichung
(CE3) die folgende Gestalt:

N5 el

denn mit (Z3J)) und (Z32) schen wir, dass

~ ~ 1 a
1 2 o
— @ . — — —@ . —
/ o = Ge, / sing - 7 Ging’
und
i ~ 1
Xl =w. = X? = v . =2
1o o sin @ e sin @

Dabei ist —f2X* 4 f1X?2 genau die dritte Komponente des Kreuzproduktes von d,f
und X in der Basis (ti,t2, n), das heifst

3 o~ o~
0. x X] = —f2X"+ f1X%=C. (7.5.6)

Da sowohl X als auch 0,f tangential an der Sphére sind, ist ihr Kreuzprodukt
entweder senkrecht zur Sphére oder gleich 0. In jedem Fall ist (Z5.06]) dquivalent
dazu, dass es eine Konstante C' = C'(u) gibt, so dass

0uf x X = C(a)n, (7.5.7)
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Da X global glatt ist, muss es nach dem Satz vom gekdmmten Igel (Satz2.5.4) an
mindestens einer Stelle verschwinden, woraus folgt, dass C' = 0 ist und somit 0,f
und X auf ganz S? kolinear sind, das heifit es existiert eine Funktion C' = C(u, x),
so dass 9,f = CX fiir alle x € S%. Um zu zeigen, dass X(C(u,-)) = 0 ist, erinnern
wir uns an die Rechnung aus (Z5.0]), aus der dann folgt, dass in beliebigen lokalen
Koordinaten fiir eine beliebige Komponente von [L£x0,f(1, -)]

0= [Lx0.f(a, )] = X(C(a, ) X"

An einer beliebigen Stelle x € S? ist also entweder X*(x) = 0 fiir alle i, woraus
X(x) = 0 und X(C(u,x)) = 0 folgt oder, falls es ein 7 gibt mit X*(x) # 0, dann
folgt auch X(C(u,x)) = 0. Also ist X(C'(w,-)) = 0 auf ganz S O

Das folgende, neue Korollar gibt an, dass, falls eine der beiden dquivalenten Bedin-
gungen aus Satz[L.5. ] erfiillt ist, eine Losung u der Erhaltungsgleichung (6.0.1) auch
eine Losung von eindimensionalen Erhaltungsgleichungen entlang der Integralkur-
ven von X ist.

Korollar 7.5.2. Seien f ein glatter Fluss und X ein glattes Vektorfeld auf S?, die
die Gradientenbedingung aus Definition[7.21 erfillen. Seien die beiden dquivalenten
Bedingungen aus Satz[Z5.1 erfillt, das heifit es gibt eine Funktion C : R x S? — R,
so dass X(C(u,-)) = 0 und 9,f(u,-) = C(u, )X auf S* fir alle u € R und es ist,
dquivalent dazu, [Lx0.f(u, )] = 0 fir alle w € R. Dann sind die Voraussetzungen
von Proposition 511 erfillt und eine Lésung u der Erhaltungsgleichung (6.01) l6st
demnach eindimensionale Erhaltungsgleichungen entlang der Integralkurven von X.

Beweis: Um das Korollar zu beweisen, weisen wir die Voraussetzungen von Propo-
sition ..l nach: Der Fluss f kann als

=:C(u,x)
geschrieben werden. Da f divergenzfrei ist (siche Bemerkung [7.2.3]), gilt folglich
0 = (div, f) (u, x)
= div, <5(71, x)X(x)) + div, £(0,x)
=0
+ C(u,x) divy, X (x)

g ~~

=0

— <vgé(a,x),X(x)>

~X (5@, .)) (x).
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Es ist nach Definition und Voraussetzung

X (0(a.)) () = X (/UC@, ) da) (%)

:/uX(C(ﬁ,-))(x) di =0
0 T

und deshalb gilt C(a, z) divy, X(z) = 0. Da auch div,£(0,2) = 0 ist, sind die Vor-
aussetzungen von Proposition 5. LTl erfillt und v 16st demnach eindimensionale Er-
haltungsgleichungen entlang der Integralkurven von X. O
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Kapitel 8

Das Finite Volumen Verfahren

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Herleitung und dem Konvergenzbeweis eines
Finite Volumen Verfahrens zur Berechnung von Néherungslosungen der Entropie-
16sung des Anfangswertproblems (B.11]) und ([B.1.2). Wir orientieren uns dabei an
der Arbeit von Amorim [ABALOQS]. Nach der Definition des numerischen Verfah-
rens in Abschnitt zeigen wir in Abschnitt einige interessante Eigenschaften
der diskreten Losung, die schlieflich zum Beweis der Konvergenz des Verfahrens in
Abschnitt benotigt werden.

8.1 Definition des Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir das Finite Volumen Verfahren fiir Erhaltungsglei-
chungen auf einer d-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) ohne
Rand definieren. Es basiert auf monotonen numerischen Flussfunktionen. Wir kon-
struieren Ndherungslosungen der Entropielosung vom Anfangswertproblem (B1.T))
und (B.12), wobei wir ug € L>*(M) voraussetzen. Zum Beweis der Konvergenz ist
Divergenzfreiheit als Annahme an den Fluss f nicht notwendig; es reicht, wenn wir
im Folgenden voraussetzen, dass f die Wachstumsbedingung

|div, f(u, z)| < Cy + Cy|ul fiir alle (a,2) € R x M (8.1.1)
erfillt, wobei C4, Cy > 0 Konstanten sind.
8.1.1 Triangulierung und numerischer Fluss

Das Finite Volumen Verfahren basiert auf einer Zerlegung von M in gekriimmte
Polyeder. Diese definieren wir wie folgt.

105
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Definition 8.1.1 (gekriimmte Polyeder). Ein gekrimmtes Polyeder einer kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M?, g) ohne Rand ist eine zusammenhdin-
gende, abgeschlossene Teilmenge K C M, deren Rand OM die Vereinigung von
endlich vielen (d — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von M, Kanten von
K genannt, ist, so dass der Schnitt zweier Kanten e; und ey entweder leer oder eine
héchstens (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M ist.

Definition 8.1.2 (Triangulierung). FEine Triangulierung T" einer kompakten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M<?,g) ohne Rand ist eine Menge von gekriimmten
Polyedern K C M, so dass M = UKEWF qilt. Des Weiteren benutzen wir die
folgenden Notationen und Annahmen an T" (vgl. Abbildung[81):

1. Fiir zwei verschiedene Elemente Ky, Ky € T" ist K; N Ky entweder leer, eine
gemeinsame Kante von Ky und Ky oder eine hichstens (d — 2)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M.

2. OK bezeichnet die Menge der Kanten e von K € T".

3. Mit K, bezeichnen wir das eindeutige Polyeder, das die Kante e mit K € T"
teslt.

4. ny bezeichnet das dufiere Normalenfeld entlang OK fir K € T" und mit n, x
bezeichnen wir das dufere Normalenfeld entlang e € OK fiir K € T". Es ist
n. x(x) € T,M firx € e.

5. Fiir das d- bzw. (d — 1)-dimensionale dvol,-Maff von K € T" bzw. e € 0K
schreiben wir |K| bzw. |e|.

6. P =Y .cox l€| ist das Mafs vom Rand OK von K € T".

7. Fiir eine Untermannigfaltigkeit N von (M, g) ist dvy das Volumenelement auf

N, das durch g induziert wird. Wir schreiben fiir das Volumenelement dvy auf
M auch dvyy.

8. Der Diskretisierungsparameter h ist definiert durch

h = sup dy(z,y), (8.1.2)
zyeK
KeTh

wobei dy(-,-) die von g induzierte Abstandsfunktion auf M ist. Er weist darauf
hin, dass fir h — 0 Konvergenz gegen die Losung des gegebenen Problems
erreicht werden soll.
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9. Die Zeitschrittweite nennen wir 7 = 7(h) und setzen t, = Tn fir n =
0,1,2,.... Weiter nehmen wir an, dass
h2
T—0, — —0, (8.1.3)
T
falls h — 0.

10. Fiir ein beliebiges glattes Vektorfeld F € T (M) gibt es eine Konstante C' =
C(F), so dass

sup [(F(2), nex(2))y — (F(y) nex(y))yl < CE). (8.1.4)
cChi
KeTh

0K = {e1, e, €3}

Abbildung 8.1: Triangulierung.

Analog zum euklidischen Fall fiihren wir numerische Flussfunktionen ein, die den
Fluss der gesuchten Grofse tiber die Kanten der Elemente der Triangulierung ap-
proximieren sollen.

Definition 8.1.3 (Numerischer Fluss, [ABALO05]). Sei 7" eine Triangulierung
einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M?, g) ohne Rand und f ein Fluss

wie in Abschnitt[31. Eine Familie von numerischen Flussfunktionen zu T" ist eine

Familie von lokal lipschitzstetigen C*-Funktionen f.rx : R x R — R fir K € T"

und e € OK. Weiter definieren wir folgende Eigenschaften.
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1 A fe i} ern cor heift konsistent mit £, falls

)
feKuu 6‘/ neK dve

fiir alle K € T", e € 0K und u € R.
2. {fex}ern ccor Neift erhaltend, falls
feJ((ua U) = _fe,Ke ('Uv u)
fiir alle K € T", e € 0K und u,v € R.

8. A fextkern ccore heift monoton, falls

0 0
— > — <
6ufe’K(u’v) > 0 und 8vfe’K(u’v) <0

fiir alle K € T", e € 0K und u,v € R.

Beispiel 8.1.4 (Engquist-Osher und Lax-Friedrichs-Verfahren).

tationen aus Definition 813 definieren wir fir K € T" und e € 0K

CeK | / neK dUe,

ch(u) = cerc(0) +/0 max{c, x(s),0}ds,
u) = / min{c, x(s),0}ds.
0
Dann ist der Engquist-Osher-Fluss durch
(1, v) = ¢ e (u) + e (v)

gegeben. Ein Lax-Friedrichs-Fluss ist gegeben durch

2 (o) + coxe (V) — m— (v — 1),

2

mit Ae > 0, so dass

Ao sup |cl ()] < 1.
ueR

(8.1.5)

(8.1.6)

(8.1.7)

Mit den No-

(8.1.8)
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Wir zeigen, dass sowohl der Engquist-Osher- als auch der Laz-Friedrichs-Fluss
die Eigenschaften (81.3)-(817) erfilllen. Dazu berechnen wir zundchst fir den
Engquist-Osher-Fluss

SO, u) = o rc(0) + / " max{¢, ¢(5),0} + min{c. (), 0}ds
0

= ce.x(0) —i—/ c, g (s)ds
0
= Ce. i ().

Dan, g(x) = —n. g, (x) fir alle x € e und deshalb auch c. x(u) = —c. k. (u), gilt
f[?(u,v) = ¢ x(0) +/ max{c'&K(s),O}dst/ min{c;K(s),O}ds
0 0
= —ce.x.(0) +/ max{—c, ;- (s),0}ds +/ min{—c, x (s),0}ds
0 0

:—ce,Ke(O)—/ min{c;Ke(s),O}ds—/ max{c, ;- (s),0}ds
0 0

= - f[?e<v7u>
und
0 0
— JEQ,v) = max{dl i (u), 0} > 0, — [EQ(u,0) = min{e, . (v),0} < 0.

Fiur den Lax-Friedrichs-Fluss berechnen wir

fe[:IF(<u7 u) = Ce,K(u>7

| 1
i) = 5 (conclu) + care®)) = -

1 1
(= v) = — 5 (v,0)

(v —u)

und wegen (81.8) ist

0 .ir 1, 1 0 .iF 1, 1
— == > — == — <0.
8’11/ E,K<U‘7 U) 2667K(u> _'_ 2)\6 — 07 8’1} e,K<u7 U) 206,K<U) 2)\6 — O

Fir die Stabilitdt des numerischen Verfahrens brauchen wir die folgende CFI
Bedingung.

LCFL steht fiir die drei Namen Courant, Friedrichs und Lewy, nach denen derartige Bedingun-
gen benannt sind.
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Definition 8.1.5. Flir eine Triangulierung T" einer kompakten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M?, g) ohne Rand und eine Familie von numerischen Flussfunktionen

{fe.k} kern ccor heiBt die Bedingung

Tp fe,K<u7w> — fe,K(va)
max sup 1,
|K| KET u,v,weER u—"v
TPK ;.
—— Lip(f) < 1
K]
fiir alle K € T", CFL-Bedingung ([CFL25]), wobei
of
Lip(f) := sup | == (a, x)
xeM ou
u€R g

8.1.2 Motivation und Definition des Verfahrens

Die grundlegende Idee, die hinter dem Finite Volumen Verfahren steckt, ist die
formale Mittelwertbildung der Erhaltungsgleichung (.11 iiber ein Element K €
T", die Anwendung des Satzes von Gauf und schlieflich eine Approximation der
auftretenden Terme:

d 1

1
- d — [ div, (f(u,")) d
at [K] Jic" “M*|K|/K Ha () e

d 1 1
= d f(u, - d
Tk )" ”Mﬂm o (1) ch o
d 1
:ﬁﬁ UdUM+ | g / neK d'Ue

eCOK

Mit den Approximationen

u dvuyy, Jex (U, ule, / ), e k) g dve
|K|/ fe- ) “ el

und der Diskretisierung der Zeitableitung durch den Differenzenquotienten definie-
ren wir das Finite Volumen Verfahren durch

uttt =l — Z & ek (Ug, Uk, (8.1.10)
ecOK
mit gemittelten Werten aus der Anfangsbedingung (B:1.2) als Anfangswerte
|
0
up = —= [ uo(z)dvyy. (8.1.11)
R Jk
Als die numerische Losung definieren wir die Funktion

u(z,t) = u, falls € K, t, <t <tpy. (8.1.12)
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8.2 Eigenschaften der diskreten Losung

In diesem Abschnitt werden wir Eigenschaften der numerischen Losung formulieren
und beweisen. Dies sind erstens ein diskretes Maximumprinzip (siche Lemma [R.2.T]),
das wir aus [ABALOQ5| iibernehmen, zweitens ein diskretes L'-Kontraktionsprinzip
(siche Lemma R23), das zwar in [ABALO5| zu finden ist, fiir das wir hier aber
einen modifizierten Beweis vorstellen werden. Drittens wird eine diskrete Entropie-
ungleichung (siche Lemma8.2.4), deren Beweis neu ist, vorgestellt und viertens eine
Abschétzung der Entropiedissipation (siehe Proposition 82.7), deren einfacher Be-
weis selbst verfasst wurde. Wir werden diese Eigenschaften der numerischen Losung
zum Beweis der Konvergenz des Finite Volumen Verfahrens benotigen.

Lemma 8.2.1 (Diskretes Maximumprinzip). Sei 7" ecine Triangulierung ei-
ner kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M?, g) ohne Rand und seien f.
numerische Flussfunktionen, welche die Figenschaften (81.3)-(817) beziglich ei-
nes glatten Flusses £ erfiillen. Dabei gelte fiir £ die Wachstumsbedingung (81.1]) und

die CFL-Bedingung (81.3). Das Finite Volumen Verfahren (81.10) und (81.11)
erfullt dann

nl< o1 + Cht,, Cyty). 8.2.1
;gle%um_(%\wu 1 )exp< 1) (8.2.1)

Beweis: Der Beweis basiert auf der Darstellung von v’ als Konvexkombination
der uf  bis auf einen Divergenzterm, wofiir Konsistenz, Monotonie und Erhal-
tungseigenschaft der numerischen Flussfunktionen und die CFL-Bedingung nétig
sind. Dann nutzen wir die Wachstumsbedingung an f aus und wenden ein diskretes

Gronwall-Lemma (Lemma [A.0.6) an.
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Unter Benutzung von (8.1.10) und der Konsistenzbedingung (8.13]) erhalten wir

7 |e]
unKJrl_unK_ Z |K‘ feK<uK7uK6)

ecOK
f K UK UK)
K+Z |K| ’ _’ o (uf — ul,)
ecOK uK UK)
u ut
et ) (o gy f el u)
(“K - “K)
<1+ >l all |feK (ufe, ufe,) = fe,K<u7<,u’;<>> »
K
ecOK (UK - u?()
Z 7 le |feK (ufe, ulfe,) — ferx (Ui, uf)
_ "
ecOK (uK _u?()
——Z/ (U, ), Ne i) gdUe.
e€OK

Mit

C T |6| fe,K(u?Ou?(e) - fe,K<u7[L(7 U?()
Ke ‘= —
K] (uf, — uk)

und dem Satz von Gauk auf der Untermannigfaltigkeit K schreiben wir

T , "
utt = (1 - Z C’K@) uy + Z Cr ey, — K] /Kdlvg f(ul, )dvyy.

ecOK ecOK

Die Monotoniebedingung (8I7) garantiert uns, dass C . > 0 fiir alle K € 7" und
e € 0K.
Aus der CFL-Bedingung (81.9) und der Erhaltungseigenschaft (8I1.0) folgern wir

fe,K<u7 U) - fe,K<u7 u)

Vv—1Uu

<1,

E Cke < < IPK max sup
‘K| KEThuUER
€K uF#v

so dass wir insgesamt haben, dass

0<Cke<1,0< ZC’Keglundsomltauch0<1—ZCKG_

e€cOK ecOK
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Bis auf den Divergenzterm ist u/"" also eine Konvexkombination von u% und U,

fiir e € OK. Deshalb kénnen wir folgende Abschétzungen machen:

1
ut <max(uK,mg§uK€) ‘K‘/dlvgf(uK, Ydvay,

u > min(uf, mérll(uKe) K| / div, f(ul, -)dva.

Durch Induktion und aufgrund der Wachstumsbedingung (8I1.1]) folgt

max |uly| < max (u}) E T max —- }dlvg W, }de
KeTh KeTh : KeTh\
n—1
< max uK + g Tmax C'1+C'2}UK’)
KeTh
n—1
= max (u%) + n7C; 4+ 7C, max
KeTh OKET
j=

und mit dem diskreten Gronwall-Lemma (Lemma [A.0.6) folgt die Behauptung.

Aus dem Beweis von Lemma erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 8.2.2. Fulls die Voraussetzungen von Lemma [821 erfillt sind und des
Weiteren der Fluss £ divergenzfrei ist, dann erfillt das Finite Volumen Verfahren

(81.10) und (8111) das folgende Mazimumprinzip

max [u?] < max [u% | < ... < max |09 | < ||ugl|

KeTh| K| Ke Th’ K ’ Ke Th’ K} || 0||L M)-

Lemma 8.2.3 (L'-Kontraktionsprinzip). Seien die Voraussetzungen von Lem-
ma 821 erfillt und seien u", v" die numerischen Lésungen, definiert durch die
Gleichungen (81.10)-8113), zu den Anfangswerten ug,vy € L*(M) N L>(M).
Dann gilt

[l (¢ + 7) = 0"t + )l any < [lu"(8) = 0" (Ol

Beweis: Der Beweis basiert im Wesentlichen auf der CFL-Bedingung, der Erhal-
tungseigenschaft und der Monotonie der numerischen Fliisse. Was wir zeigen miis-
sen, ist, dass

D lut =R IKI < Y Juje — ok K.

KeTh KeTh
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Sei der Verfahrensoperator H definiert durch

uh = (U)o = (Hi (u")) geqn = H (u").

Wir zeigen, dass H monoton ist, das heifit falls u < v} fiir alle K € 7", dann ist
auch Hy (u") < Hg (v") fiir alle K € T". Dazu nehmen wir an, dass uf < v} fiir

alle K € T".
Sei nun K € 7", Falls ut = v%, dann ist

Hy (v") — Hi (u") = v — u + Z T Jer (Wies ufe, ) — fe i (Vs vg,)
e€OK —’_/

>fe K(UKWKE)

Tlel
> e, (Vics Vi, ) — fex (U, VE,)
ecOK

= 0.
Falls u} < v}, so gilt
HK (Un) — HK (u")

Zfe,K(u?(ﬂﬂ}z'e)

/_’%
U U L
_UK_UK+ Z 7_|e| feK K> Ke> fe,K( K Ke)(vn n)

K — Uk
ecOK (UK - u?{)
7 le] fer (Ui, vE,) — fex (VK Vk,)
Z(v?(—u?()<1_z X e v(un-vz) :
>0 ecOK K K
> (v —ul) [ 1— Z —7‘—[|;|‘ max sup feK(u’wi:que’K(U’w)‘ > 0.
ccOK Kok iweR

Wir schreiben Vb := max {a, b}, aAb := min {a, b} und u" Vo™ := (u} V V%) gern,
u" A" = (uf A V) geqn. Dann gilt fiir alle K € 7"

Hp(u" Av™) < Hg(u™) A Hie(v") = uptt Aot

Hy(u™ Vo) > He(u") V Hie(v™) = u™ v ortt

sowie
n+1 n+1 n+1 n+l n+1 n+1
Up  — Vg | =Uur Vg N Vg

<Hpg(u" V") —HK(u Av")

_.n n n n

T |€e
— 3 T el v e,V v = Foacue A o, A )
ecOK



EIGENSCHAFTEN DER DISKRETEN LOSUNG 115

Man beachte, dass u} Vvl — uf Avi = |uj — vj|. Multiplikation mit |K| und
Summation iiber alle K € T" liefert die Behauptung, denn in der Summe kommt
jede Kante genau zweimal vor, wobei sich die beiden Terme fiir jede Kante aufgrund
der Erhaltungseigenschaft (8.1.0]) nur um ein Minuszeichen unterscheiden und somit
zu Null addieren. O

Um die diskrete Entropie-Ungleichung zu formulieren, schreiben wir u} in einer
anderen Konvexkombination. Dazu machen wir folgende Definitionen:

uK+el = Ui — W (fe,K(quuKe) - fe,K(uK,uK)) , (8.2.2)
il =] - ﬁ | div, £, )dour (8.2.3)

Dann gilt aufgrund der Konsistenzbedingung ®IH)

Uit = Z lef et (8.2.4)

eEBK

Essentiell bei der Formulierung der diskreten Entropieungleichung ist die Existenz
einer Familie von numerischen Entropieflussfunktionen, die bestimmte Bedingungen
erfiillen (siehe Lemma B2.4). In [ABALO5|] wird zwar behauptet, dass solche Funk-
tionen existieren, ein Beweis bleibt aber aus. Es ist jedoch mdglich, die in [NKO5]
fiir den eindimensionalen euklidischen Fall angegebenen numerischen Entropiefluss-
funktionen auf mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten zu iibertragen. Der Beweis,
dass diese eine diskrete Entropieungleichung erfiillen, kann im Wesentlichen aus
[Kr697] vom euklidischen Fall auf Mannigfaltigkeiten iibertragen werden. Dazu be-
notigen wir die folgende Annahme an den numerischen Fluss, ndmlich, dass

D0aforc(u,v) =0 fiirallew,v € R, K € T" e € 0K. (8.2.5)

Lemma 8.2.4 (Diskrete Entropieungleichung). Seien die Voraussetzungen von
Lemma [821 erfillt und sei (U, F) = (U(u),F(u,x)) ein konvexes Entropiepaar
(siehe Definition[3.31) der Klasse C?. Sei zusitzlich die Annahme ([8.23) an die
numerischen Flussfunktionen erfillt. Dann erfullt die Familie von numerischen

Entropieflussfunktionen F, ;e : R? — R, definiert durch

(2

F. k(u,v) := /Ou U'(€)01 fex (§,0)dE +/0 U'(€)0 fe i (1, £)dE + Ge ke u,v € R,

e, K ‘— |/ neK dvea

die folgenden Bedingungen.

wobei
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Kompatibilitatsbedingung:

0o Fp i (u,v) = U'(0)0a fe i (u,v), u,v € R. (8.2.6)
Konsistenz:

F.g(u,u) = — / (F(u,-),n¢ k) ydve, u € R. (8.2.7)

Erhaltungseigenschaft:

F.g(u,v) = —F, g, (v,u), u,v, € R. (8.2.8)

Diskrete Entropieungleichung:

~n n T n n n n
U (“Kfel) — U (ug) + % (FG,K<UK7uK6) - Fe,K(uKauK)) <0

oder mit R’}Q,Lel =U (u?{j) -U (u’}fel) dquivalent dazu

TPK

U u"+el - U (uy) + =

(F&K(u’}(,u}ze) — FQK(u’}(,u’}()) < R?(erl. (8.2.9)

Beweis: Die Kompatibilitdtsbedingung ist aufgrund der Definition trivialerweise
erfiillt.
Nun wollen wir die Konsistenz zeigen. Da

FeK<0 0 QeK—| |/ neK dvm

reicht es zu zeigen, dass fiir alle u € R

o) = o (o [ @ made, )

Nach Definition und Annahme (82.3) ist

o Pl ) =00 f ) + [ U010l )

T / U (€000 foc (€, u)E + U () fos a1, )
0
:U/(u) (alfe,K(uv u) + 82fe,K(u7 U))
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und wegen 9, F = U'9,f und der Konsistenzbedingung fiir den numerischen Fluss

(BI3) ist auch

% <|1?|/6(F(u,-),ne7;<)gdve> _ (|1| /<a Fu, ),ne,K>gdve)

=U'(u H/6f ) ), dve

— v (7 [ 80 nydn, )

= U/(w) 5 (forc(,)

= U () (O fosc (s 1) 4 Oa fosc (1, 1)),

womit (827 gezeigt ist.
Die Erhaltungseigenschaft des numerischen Entropieflusses konnen wir auf die Er-

haltungseigenschaft des numerischen Flusses (8.1.0]) zuriickfiihren:

_Fe,Ke<Uvu> = = /OU (f)a1fe Ke f Uu df / 82fe Ke(v f)df — Qe K,
_ / U §<fe e (0, €))dé — / U fe Jor (€ U)E +

—ferc (E) —feK(uf)
N /0 €)01 fex (§,v)dE +/ U'(€)02fe,rc (u, )dE + qe

0
FeK

Schliefslich wollen wir uns der diskreten Entropieungleichung zuwenden. Mit \ :=
i /| K| gilt wegen (B2.2)

U (u,) = U (uf = A (fer (W uf,) = fer(uf, uk))) -
Mit a := uf, v := u}, und
p(7) =Ul(a = A(fex(a,) = fex(a,a))) = Ula) + A (Fex(a,v) — Fex(a,a))
reicht es zu zeigen, dass
p<0. (8.2.10)

Dazu stellen wir fest, dass p(a) = 0. Unter Ausnutzung der Kompatibilitatsbedin-
gung (B.2.0) und aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gibt es ein
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n € R, so dass

P(y) =U" (a = Mfex(a,7) — fer(a,a))) (=202 fex(a,7)) + A0 F. k(a, )
= A fex(a, ) [U (7) = U (a = A(fex(a,7) = fer(a,a)))]
= A fe,ic(a,7)U" () [7 a4 afex @ 77) — f’K(a’ ) (7 - a)]
fex(a,v) — fex(a, a)}
v—a '

NS (@)U () — ) [1 a

Wegen der Monotoniebedingung (vgl. (8I17)) ist Oafe x < 0, wegen der Konvexitét
von U ist U” > 0 und aufgrund der CFL-Bedingung (vgl. (8L9)) ist

fex(a,7) = fex(a,a)
¥—a

1+ A

> 0.

Deshalb ist p/(y) > 0 fiir v < a und es ist p'(y) < 0 fiir v > a, woraus, zusammen
mit p(a) = 0, (RZI0) zu folgern ist. O

Bemerkung 8.2.5. In [LNOQOJ] haben LeFloch et al. auch einen Beweis der dis-
kreten Entropieungleichung (Lemma[8-2.7)) nachgeliefert.

Beispiel 8.2.6 (Engquist-Osher und Lax-Friedrichs-Verfahren). Sowohl der
Engquist-Osher- als auch der Lax-Friedrichs-Fluss (vgl. Beispiel erfillen Ei-
genschaft (823), denn es ist

alaneK — 8162 eK — 0

Somit sind fiir diese beiden Flisse die Voraussetzungen von Lemma [8.2.7) erfillt.

Proposition 8.2.7 (Abschitzung der Entropiedissipation). Seien die Voraus-
setzungen von Lemma[8.2.7) erfillt. Dann gilt fir alle n € Ny

U n+1 K ‘€| ‘K| n+1 n+1|2
DU KL+ 3 i, — i

KeTh KeTh
ceoK el K (8.2.11)
n n n € n
< Z U (uk) |K|+ Z 7 le| Fe ke (uf, ug) + Z RK+e1
KeTh KeTh KeTh PK
ecOK ecOK

wobei v das Konvexititsmodul (vgl. Definition [A0.7) von U ist.
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Beweis: LemmalA.0.8] angewandt auf Gleichung ([82.4)), ergibt nach Multiplikation
mit |K| und Summation iiber K € 7"

Z (n+1 |K|Jr Z |6||K|’ n+1 nK+1’ Z | ||K|

n+1)
KeTh KeT h KeTh
e€OK ecOK
(8.2.12)
Nach Multiplikation der diskreten Entropieungleichung (829) mit ‘6HK| und an-

schliefender Summation iiber alle K € 7" und e € 9K erhalten wir

Z le] |K| n+1 Z U () K]

KeTh Pk KeTh
e€cOK

el | K
S vl Foguie) = 3 rlel Furcludeoug) — 30 1 E g g
KeTh KeTh KeTh Pr

ecOK ecOK eCOK

Man beachte hierbei, dass die Summanden, die F, j(u}, v} ) enthalten, doppelt

vorkommen, aufgrund der Erhaltungseigenschaft (82.8)) jedoch mit unterschiedli-
chen Vorzeichen, und somit addieren sie sich zu Null auf. Wir haben also

Z le] |K|U (u?(Jrel)

K%ﬁ Pk
e \e\ |K| (8.2.13)
< D0 UK+ D0 el Foclufoui) + 2 = =R
KeTh KeTh KeTh K
e€OK ecOK

Aus den Ungleichungen (82.12) und (82.13) folgt

Z ( n+1 |K|—|— Z ‘€| |K|‘ n+1 ;L(+1‘2

KeTh

KeTh
ecOK
el |[K
< Y UK+ Y rll ) + Y D g
KeTh KeTh KeTh
ecOK

ecOK
Somit ist Proposition B.2.7 bewiesen.

Mithilfe von Proposition B.2.7] kénnen wir folgendes Korollar beweisen
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Korollar 8.2.8. Unter den Voraussetzungen von Lemma qibt es eine Kon-
stante C, die nur von maxgcqn |ul|, T, (M, g),f und F abhingt, so dass

N
> L] e, —u < C, (8.2.14)
n=1 ge7h PK

wober 0 < T — 7N <7 mit N € N.

Beweis: Aus Proposition folgt fiir alle konvexen Entropiepaare (U, F) und
NeN

a el KT n
9 Z . ‘UKJ,rel_uKH‘ Z U ‘K| Z U UK | K|

KeTh KeTh
ecOK N -~ - -~
NS o . .
~\~ —:D1 =-D2
=:A
1
+§ E T le| Fo g (ulf, uf) ”+
n=0 geTh n=0 geTh
ecOK eCOK
>y o

~~

4

Wihlen wir nun U(v) = v?/2, so folgt a = 1 und wir erhalten

2

)

A== Z Z \€|\K|‘ —,

n=1 geTh
ecOK

1 P 1
B, = Z 2 U?{‘ K| = 5”“0”%2(M)

KeTh

und By > 0. Um B3 und B, abzuschétzen, nutzen wir aus, dass der zu U gehori-
ge Entropiefluss F glatt ist und dass das Finite Volumen Verfahren ein diskretes
Maximumprinzip (vgl. Lemma B2.T)) erfiillt, nimlich maxgezn [ul| < C(u®, T') mit

Cu’,T) = <1I<T?T)§L |u%| + C’lT) exp(CyT).
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Wegen der Konsistenzbedingung (82.7) gilt

Z Z/ (W), Do i) gl

n=0 [KeTh
ecOK
N-1
— / leg uK7 )de
n=0 KeTh
N-1
<7 DKL max |(divg F)(o, o)
xeM
n=0 KeTh 0| <C(u0,T)

< N7|M|C(u°, T,div, F) = C(u°, T, (M, g), F).

Fiir B, erhalten wir nach der Definition von R%:"! (siehe dazu Lemma B2.4])

i Z e||K|

“’N

=

p

n

K ~n
Z Y @7 () - v @),
1 geTh K
oK

Aufgrund der Definitionen (82.2) und (23] und der Wachstumsbedingung an f
(siehe (BI1))) finden wir fiir ‘u"Ke} und ‘ﬂ"Ke} die folgenden Schranken:

~n TPK fe,K(unyune) —fe,K(u",u") "
@ +1‘<‘K‘+K b e
I Ui T UK (8.2.15)
CFL ~ .
< O T) + i | <300 7)
|un+1‘ < |~n+1‘ LT |K| \div, £(ul, )| duy
(8.2.16)
€11 . _

< 30O, T)+T (01 + O, T)) = C(u°, 7).
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Mit diesen Schranken, mit U'(v) = v und mit (8.2.3)) erhalten wir

6 ~n
pe S MEL o v, -

n=1gern PE  p|<Cwo,T)

ecOK
N
< Sy ARy

n=1 gern PE  p|<Cwo,T)

T .
m/}(dlvgf(uK ,+)duyg

m
< Cu’ TZ > K| (Cr+ Colup )

= KeTh

< O, DTIM|(Cy+ CLOW,T)) = C(ul, T, (M, g), £).
Damit ist der Beweis vollstandig. O

Das folgende Lemma ist eine direkte Folgerung aus der lokalen diskreten Entropie-
ungleichung (R2.9) und wird es uns erlauben, eine globale diskrete Entropieunglei-
chung zu formulieren.

Lemma 8.2.9. Seien die Voraussetzungen von Lemma[8.2.]] erfillt. Dann gilt fir
alle K € Th, e € OK und n € N

|K| n |K| n |K€| n |K€| n
U (uK+61) U (uK> + p U (uKt,le) - p U (uKe)
K K| II(K | (8.2.17)
/ (uk, F(uf, ), ne k) gdve < —R;?_el Ryll(“e
le] < pr ¢ DK,

Beweis: Ungleichung ([B29) gilt sowohl fiir K € 7" als auch fiir K,, das heift
unter Ausnutzung von (82.8)) gilt

TPK,

U (i) = U (i) = 7+ (Feae(uis i) = Frae(uie, i) < B (82.18)

Wir multiplizieren (8.2.9) mit | K| /px und (8.2.I8)) mit |K.|/pk, und summieren an-
schliefend beide Ungleichungen auf. Man beachte, dass die Terme, die F, x (uf, uf)
enthalten, sich dabei zu Null addieren, so dass

|K| n+1 |K| n |K€| n+1 |K€| n
Zly — U (up) + =4 — 2y
P (“K,e ) PR (uk) DK, (“Ke,e) DK, (uk,)

K K.
7 (P () — Fosc(up, ) < 1 e el

Rn+1
Pk Pk, fee
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Wenden wir nun die Konsistenzbedingung ([8.2.7) an, so schlieft das den Beweis des
Lemmas ab. a

Wir sind jetzt in der Lage, die globale diskrete Entropieungleichung mit Resttermen
zu formulieren.

Proposition 8.2.10. Seien die Voraussetzungen von Lemmal[8.2.4) erfillt. Sei wei-
terhin ¢ = ¢(x,t) € Cg°(M x [0,T)) eine nichtnegative Testfunktion. Fir K € T"
und e € OK definieren wir

o — 1~ -
K I/ [ ot v, B= 3 o 86" = 2@k - i)

6681(

Dann erfillen die u%. die folgende Ungleichung:

D> / o /K (V)86 + (Flue, ), Vgl 1),y ) dung e

n=l KeT" (8.2.19)
-) / (u9)Pedvy < E" + Q" + R"

KeTh

mit den Fehlertermen

= lel |51,
B=3 30 ) (d - on)
n=0 KeTh bx
eCOK
N
=YY
n=0 KeTh
Q?{ = T 2/<F(u?{v')ane,f(>gdv€7
e€OK ¢

_/t”“/ (F(ul, ), V,0(-,1))ydva dt,

N
el |K
Rh — Z Z | ‘ ‘ ‘gbZRrIL(—t—el’
n=0 Ke7h Px
ecOK

Rile = Ulug,) — Uugl,).

=

wober 0 < T — 7N <7 mit N € N.

Beweis: Wir multiplizieren Ungleichung (8217) mit |e|¢? und summieren iiber
alle K € 7" und e € OK. Sowohl die ersten als auch die letzten Terme produzieren
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jeweils dasselbe Ergebnis, unabhéngig davon, ob es Terme mit K oder mit K, waren.
Deshalb gilt

2 3 |K||e|< ( n+1> (unK)> o

KeTh
e€cOK

+ Z e’¢n< /<F( n ) F(UK,) neK> dve> < 9 Z ‘K‘ ‘e’RnJrl(bn

K
KeTh KeTh P
ecOK ecOK

Mit n, g = —n, g, gilt

Z T¢2/<F(unKev'>vne,K>gdve = - T(b / uKa' neK> dv,

KeTh € KeTh
e€OK ecOK

woraus folgt, dass

Z |K| |6| n+1) U (UHK)) "

KeTh
e€OK

K
-3 7 ||¢||/ (), e i) dve_z| |||Rn+1n

KETh KETh
ecOK ecOK

(8.2.20)

Aus der Definition von Q% koénnen wir unmittelbar die folgende Identitét ablesen.

rle gt /uK i)y,

KeTh
cCOK (8.2.21)
tn+1
N I R CIR OV o
KeTh K KeTh
Aus der Jensenschen Ungleichung (Lemma IA_.D_.QI) und (RB.2.4) folgt
KeTh KeTh

ecOK

Wir ersetzen den zweiten Term in Ungleichung (82.20) durch den entsprechenden
Term aus Gleichung (8221)) und erhalten

eE@K

KeTh KeTh
e€OK
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Addition von
Z |6| |K| n—l—l) <¢n 5&) —. phn

KeTh
e€cOK

auf beiden Seiten fiihrt zu

el | K ot
5 KL (g - o S [T k). Va0t dt
et KeTh tn
ecOK
K

Z \ Hefantl(bn_i_ Z QK—l—Eh”

KETh KETh

ecOK

Mit ¢ = ZeeaK o 19 gn und (8Z2F) folgt nach Summation iiber n

N tnit
S Y K O - v @) d -3 3 [ ). Va0t 0o d

n=0 KecTh n—OKeTh
N
30 YD S0 AR TN
n=0 ge7h Pk n=0 KeTh
ecOK

Partielle Summation in der ersten Summe fithrt zu

Z > K (Ui = U (ug) o5

n=0 KeTh
#N=0
= ZZ|K|UUK ZZ|K|U (uk) ¢K
n= lKeTh n=0 KeTh
B ¢n 1 0 ~
——ZZ KU (u = D IK|U (uf) ok
n= 1K67h KeTh
(2}
:—Z Z / / uK 8%25[( dUMdt— Z / uK ¢Kde
n=1 KeTh KeTh
und damit folgt schlieklich (R2.19]). O

8.3 Konvergenz des Verfahrens

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die starke Konvergenz der Niherungslosung u”,

die durch das Finite Volumen Verfahren (81.10) und (8I1.TT]) gegeben ist, gegen die
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Entropielosung des betrachteten Cauchyproblems zu zeigen. Dazu werden wir uns
der Theorie iiber mafwertige Losungen von Erhaltungsgleichungen, die fiir den eu-
klidischen Fall von DiPerna [DiP85| entwickelt wurde, bedienen. Die Theorie wurde
in [BALOT7] auf den Fall von Riemannschen Mannigfaltigkeiten erweitert. Wir wer-
den erst eine kurze Zusammenfassung iiber mafkwertige Losungen geben, um dann
die Konvergenzanalysis durchzufiihren, das heifst wir wollen in der diskreten globa-
len Entropieungleichung (82.19) den Diskretisierungsparameter h gegen Null gehen
lassen.

8.3.1 Mafiwertige Losungen von Erhaltungsgleichungen

Diesen Unterabschnitt entnehmen wir sinngeméfs aus [BALO7, Kapitel 5| und aus
[ABALOS, Abschnitt 6.2]. Die Beweise der folgenden Aussagen wollen wir an dieser
Stelle nicht ausfithren, sondern verweisen dazu auf die oben angegebenen Arbeiten.

Wir wollen hier den Begriff der Entropielosungen erweitern, indem wir mafswertige
Entropielésungen im Sinne von DiPerna [DiP85| einfithren. Dazu bezeichnen wir
mit Prob(R) den Raum der Wahrscheinlichkeitsmafe iiber R. Wir betrachten nun
ein Young-Mafs v, was eine schwach messbare, mafwertige Abbildung

v: M x RY — Prob(R) mit M x R" 3 (z,t) — v,y

ist. Die Wirkung eines solchen Mafies auf eine stetige Funktion U : R — R schreiben
wir als

(Vet, U) ::/RU()\)de()\). (8.3.1)

Schwach messbar heift dabei, dass fiir jedes U die Abbildung (v, ¢, U) in (z,t) mess-
bar ist.

Um Missverstandnisse mit der Notation der Wirkung eines Wahrscheinlichkeitsma-
fses auf eine stetige Funktion (vgl. (83.1])) zu vermeiden, verwenden wir in diesem
Abschnitt als Notation fiir das Skalarprodukt auf der Mannigfaltigkeit statt (-,-),
die Schreibweise g¢(-,-). Eine mafwertige Entropielosung der Erhaltungsgleichung
ist wie folgt definiert.

Definition 8.3.1 (MaRRwertige Entropielésung). Seif ein Fluss auf einer kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ohne Rand. Fir Anfangswerte uy €
L>°(M) heifit ein Young-Maf$ v mit M x RY 3 (x,t) — v, mafwertige Entropie-
losung zum Anfangswertproblem (F1.1) und (3.1.2), falls fir alle konvexen Entro-
piepaare (U, F) und alle differenzierbaren Testfunktionen ¢ € C3°(M x [0,00)) mit
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= p(x,t) >0 gilt, dass

/ / Vi U)Op (2, 1) + g(ves, F (-, 2)), Vo (2, 1)) dbdu ()

(8.3.2)
//}R+ Vs G 1))l £)dtduy () + /MU(uO(:U))go(x,O)dvg(x)EO,

wobet G(u, x) = (divy F)(u, x) — U'(u)(div, f)(u, x).

Zu einer Funktionenfolge (uh)h>0 C L®(M x R*), die fiir jedes T' > 0 gleichmékig
in L>°(M x [0,T")) beschrénkt ist, gibt es eine Teilfolge und ein Young-Maf v : M x
[0,7") — Prob(R), das mit (z,t) € M x [0,T) parametrisiert ist und durch das alle
schwach-*-Grenzwerte von hintereinandergeschalteten Funktionen a(u”) bestimmt
werden konnen, wobei a : R — R eine beliebige stetige Funktion ist. Wir haben
somit die Eigenschaft:

a(u") = (v,a), falls h — 0.

Durch diese Eigenschaft wird der Ubergang der linken Seite von Ungleichung (82.19)
zur linken Seite von Ungleichung (83.3), wie wir sehen werden, fiir h — 0 gerecht-
fertigt.

Ein Resultat iiber mafwertige Losungen [BALO7, [DiP85| besagt, dass ein Young-
Mak v, welches eine mafkwertige Entropielosung der Erhaltungsgleichung ist, die
Gestalt eines Dirac-Mafes hat, das heifst

Vayt = Oy(ay fiir fast alle (z,t) € M x R,

falls dies zum Zeitpunkt ¢t = 0 schon der Fall ist, wobei u die eindeutige Entropiels-
sung der Erhaltungsgleichung bezeichnet. Daraus lasst sich schliefslich folgern, dass

die Konvergenz der numerischen Losung u" gegen die Entropielésung v stark, also
in L'(M x [0,T)), ist.

8.3.2 Grenzwertberechnungen

Dieser Unterabschnitt besteht im Wesentlichen aus dem folgenden Lemma und dem
Konvergenztheorem. Das folgende Lemma aus [ABALO5| zeigt, dass das zu u" as-

sozierte Young-Maf eine mafwertige Entropielosung ist.

Lemma 8.3.2. Sei T" eine Triangulierung von M, seif ein glatter Fluss, fiir den
die Wachstumsbedingung (811) gilt, und seien f. x numerische Flussfunktionen,

die die Bedingungen (81.3)-(817), (81.9) und (8Z3) erfiillen. Sei u" definiert
durch (81.13) und sei v : M x [0,T) — Prob(R) das Young-Map zur Folge u".
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Dann gilt fiir jedes strikt konvexe Entropiepaar (U, F) der Klasse C* und fiir jede
nichtnegative glatte Funktion ¢ : M x [0,T) — R mit kompaktem Trdiger

/ [ e VDA 0) + g({r2a B ), Vi O)dons (o) i
- /M U (o (2)) (0, ) dvy < / / (v, (divy F) (-, 2))b(a, )dvong(x)dt (8.3.3)
/ / Vs U'()(divy £)(-, 2)) (s £)doas () .

Zum Beweis von Lemma [8.3.2] benttigen wir Abschétzungen, die wir im folgenden
Lemma zusammenfassen. Den Beweis dazu findet man in Anhang [Bl

Lemma 8.3.3. Die Diskretisierungen von ¢, die in Proposition [8.210 eingefiihrt

wurden, und
o A e (8.3.4)
O = / /gbx,t vy (x)dt 8.3.4
r K[ /., K M

erfillen die folgenden Abschdtzungen.

sup  |Op(x,t) — Opox ‘ < hic [[VgOdl| oo (gt 1 i)
te[z;ne,z}?ﬂ] (835)

+ 37 H&?‘bHLw(Kx[tn_l,tn-o—ﬂ ’

0% = 0| < M IV g8 e it 550
+7 H8t¢HLoo(Kx[tn,tn+l]) ,

|¢Z - 7IL<| < hg ||V9¢||L°°(Kx[tn,tn+1])> 8.3.7

|05 — 0| < N0l Lo (i x [t sl (8.3.8)

wobei e € 0K, K € T" und hy = sup, c dy(,7).

Beweis: Siche Anhang [Bl

Beweis von Lemma Die Idee des Beweises ist, h in der globalen diskreten
Entropieungleichung (82ZT9) gegen Null gehen zu lassen. Dabei sei im Folgenden
N € N stets so, dass 0 <T'— 7N < 7 gilt. Wir betrachten zunéchst die linke Seite

n (B219), dann sehen wir mit der Argumentation aus Unterabschnitt und
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Lemma [R.3.3] dass

/ / Vot U())Or(, ) dvns (2 dt—z 3 / o /K U )Brdn donrdt

n=1 KcTh

/ | e V)00, dens (o)t~ / | vt 6t¢dedt‘

XS [ vt (05" de

n=1 KeTh

VAN

gegen Null konvergiert fiir h — 0. Ahnlich sieht man, dass auch
g((yx,ta F(7 l‘)), Vggb(xv t))de(x)dt

—Z 2. /t/ F(u. ), Vg (-, 1))dvydt

n=1 KeTh

gegen Null geht, falls h — 0. Damit wére gezeigt, dass die linke Seite von (8219
gegen die linke Seite von (833 konvergiert.

Zu betrachten bleiben also noch die Terme auf den rechten Seiten. Wir beginnen
mit " R
Aus der Definition von ¢ lesen wir ab, dass

Ului) (3 — o) =0

n=0 geTh
ecOK

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

I
N

‘Eh‘ < Z Z ‘€| |K| n+1) U(u’}(“))

n=0 KeTh n=0 geTh
eCOK eCOK

o (r-ar)

Aufgrund von ([B3.6) und da fiir vorgegebenes T die uf und die uf, , gleichméfig
beschrankt sind (vgl. (821) und (82.16])) und U glatt ist, gibt es eine Konstante
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L = L(T,up,U), so dass

NI

N

K
‘Eh‘ < L(T,uo,U) ZO Zh ‘€Z|)|K | ‘ nil ?(4_1‘2
K

=

Aus Korollar folgt, dass

=l
_=
A
tﬂ
~
s
=
S
=
S
5
+
=
PR
ME
—_
+ e
NI
=

h 1 1
= L(T,uo,U)O (H/Q + m) (T +71)2 |M|2.
Aufgrund von (BI13) geht also }Eh} — 0, wenn h — 0.

Als niichstes betrachten wir R". Wir wollen zeigen, dass

lim R" = / / Vat, U' (1) divy £, 2)) o (2, t)dvoy (x)dt =: —a. (8.3.9)

h—0

Dazu reicht es zu zeigen, dass

RS 3 Ul [ dv, S aion (o

n 0 KeTh

lim

lim =0 (8.3.10)

J

N~
h

mit ¢’ definiert durch (83.4]), denn mit
T
:/ / U'(uM) div, f(u", )¢ (x, t)dvps (x)dt
tn+1
_Z Z U'(u / /dlvg u, x)p(x, t)doy () dt

n=0 KeTh
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haben wir

|R" +a| < |R"+ 0"+ |a" — V"] +|

wobei man mit der Argumentation aus Unterabschnitt sieht, dass }a — ah} —
0, falls h — 0. Es gilt aber auch ‘ah — b ‘ — 0 fiir h — 0, wie die folgende Rechnung
zeigt.

hm‘a bh‘
h—0
%K;h(]/ (/"+ /dnfg Wy, x)dvy (x ‘K‘/¢y, Ydua(y
_ / n / divgf(u"K,x)¢(x,t)de(x)dt>’
tn K
N toin
K% / ¢<y,t>de<y>) e, ]de ]

~pm > 3 v | [ [ ko) o) ot o

n=0 KeTh <Chy

= lim
h—0

= lim
h—0

}SL%Z > rIK|hg =0,

n=0 KecTh

wobei wir das Maximumprinzip (821), die Wachstumsbedingung (81.1]) und Lem-
ma 2.T10.T8 ausgenutzt haben und wobei z € K war.

Nun wollen wir (83.10) zeigen. Dazu iiberlegen wir zunéchst, dass sich R", de-
finiert durch

N
~ K —
=y 3 M g o - v,
n=0 ge7h
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im Grenzfall fiir A~ — 0 nicht von R" unterscheidet, denn mit Cauchy-Schwarz ist

- i = 13 S R gy v o - o)
HZOKeTh pK
ecOK
1 1
N N
el | K — el 1Kl , .. .n
<[> 5 ME gy —vapyz?| [ 5 B g gy
n=0 KeTh PK n=0 geTh Pk
ecOK ecOK

Mit dem Maximumprinzip (82.1]), der Definition der u?;’rel, [®23), der Wachstums-
bedingung (8.I1.1) und (B.3.7) ist dann

D=

B -] <0n) ZZ\KI iZHﬂO(hé)

n=0 gKeTh n=0 geTh

NI

1
2

i > KT i S IK|IT] i,

n=0 KeTh n=0 geTh

was gegen Null konvergiert, falls h — 0. Um (83.0) zu beweisen, reicht es also, zu
zeigen, dass

i |43 Y 0 i) | div, S, a)dows ()R] =0,

h—0
n=0 KecTh
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Es ist

K
Rh+z Z |€|| |U/ ‘K‘/dwg Wy, ) dvp (2) Pl

n=0 gec7h
e€OK

el | KK
R+ 3 57 R g [t it

n=0 geTh
e€cOK

el | K T .
oy Ll |U’<“9<)m | v, £ s ()

PK

N
K ~
:Z le| |K]| (U(u"KJ;I) ~Uu "*1) + U (upth) / div, f(up™, )dUM(fU)) Pk
DK IKI

el | K
Z | || |U’ ) |K|/d1Vg (i z)don () (93 — dlk)

n=0 gec7h
e€cOK

+ U'(ud)r /dwgf(uK, x)dvy ()% =1 A+ B+ C.
KeTh

s ([823), der Wachstumsbedingung ([RII) und dem Maximumprinzip (82.1)
folgern wir, dass

An+1 L ~?(+61 u?(-i,-el _ |7—?| /I;divg f(ur[z(—f—l’ )dUM(Jf) = O<T>
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Mit Taylorentwicklung von U(u})) um den Punkt v} und dem Maximumprinzip

®ZT) erhalten wir fiir A

= (s — i) U'(uils) + O(7%) + U'(ui ) AR 0]
—,_/

" 0566871? ARt
|e\ \K\
<Z > uptt — w9kl + O(r Z > K| 0(7) |9k
n=0 ge7h n=0 KeTh
ecOK
1 1
2 2
3 3 Mg | (32
n=0 geTh n=0 gecTh
ecOK ecOK

+ Ol arxgo.ry

O(1)||Dl 2arx o) + O DNl L1 (arxjo,17)

was gegen Null konvergiert, falls h — 0.

Aufgrund von (B3.8)) ist }gb"“ — Q% } . Deshalb ist

|B| < Z > IKIO(r) = O(7),

n=0 KeTh

und es ist
C| < O(r).
Damit ist (83I0) und somit auch [B33) gezeigt.

Es bleibt noch iibrig, den Term Q" = Zn i Q% zu betrachten. Mit partieller Inte-
gration (vgl. Korollar 212.TT])) haben wir fiir Q'

tn+1
K | |/ uK7 neK dve / /‘b y7 dve

eCOK

_ /tM /a (P (ue )0(z 1) (o) o)
n /tt+ /K div, F(ul, 2)6(z, )dvy (x)dt.
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Wir wollen beweisen, dass

]1111% Q" = / / Vyt, (divy F) (-, 2)) o (z, t)dvp (x)dt, (8.3.11)
also ist zu zeigen, dass
lim D" =0
h—0

mit

=y Y (ﬁ o)) [ o nana

_/t:"“ /eg(F(unKax)‘b(xvt)’n@K(x))dUe(x)dt)'

Sei x. ein beliebiger Punkt auf der Kante e. Dann ist

30 Dl A FLT AR

EREC
(o1 [0t than.) - 6(0.0)) ot
—Z S [ [ ) - P 0 )

- (ﬁ [ ottt - ¢<az,t>) do (),

ecOK
/eg<F<uK7 e, (@ (‘ |/<Z5 y, t)dve(y )) dv.(z)
—g@Wm%)mee(/¢% )dve(y /¢xtm@ ):.

Mit Annahme (8I1.4) und

denn

[t - o] = 000 fin s e
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folgt

|D"| < Z > rlelOn)O(h) =TOM?) > p.

n=0 geTh KeTh
ecOK

Aus der CFL-Bedingung (8.1.9]) folgt

ZPK TLlp f) Z 1K1,

KeTh KeTh

_/T/ div, F(u", 2)p(x, t)dvps () dt‘

< |D"| <TO(R?)- Z \K|<O( )

K eTh
womit ([R3.11) bewiesen und der Beweis von Lemma B3.2] somit komplett ist. O

so dass

Aus Lemma kénnen wir das folgende Korollar ableiten.

Bemerkung 8.3.4. Fulls die Annahmen von Lemmal8.3.2 erfillt sind und zusdtz-
lich £ divergenzfrei ist, dann erhalten wir statt Ungleichung (8.3.3)

/ / Ve UCNOS(@, 1) + (v F (-, ), V(i £)) o dt
—/MU(uo(x))¢(O,x)de <0.

Aus den Uberlegungen dieses Kapitels ist der folgende Satz aus [ABALO5] bewiesen.

Satz 8.3.5. Betrachten wir das Anfangswertproblem (31.1) und (312) fir ei-
ne Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ohne Rand mit Anfangsbedingungen uy €
L>®(M)NLY (M) und einem glatten Fluss £, fiir den die Wachstumsbedingung (8.1.1)
gilt. Sei T" eine Triangulierung von M und seien f. i numerische Flussfunktionen,
die die Bedingungen (81.3)-(817), (81.9) und (8Z3) erfiillen. Sei u" definiert
durch das Finite Volumen Verfahren (§1.11) und (81.13). Dann ist fir alle T > 0
die Folge u" gleichmdfig beschrinkt in L>°([0,T), L>(M) N L*(M)) und konvergiert
fast ‘iberall gegen die Entropielosung u € L®(RT, L>®(M) N L*(M)) des Anfangs-

wertproblems (31.1)-(31.3).

Bemerkung 8.3.6. Giesselmann [Gie09] und LeFloch [LNQOQJ] ist es zwischen-
zeitlich, unabhingig voneinander, gelungen, eine Konvergenzordnung von O(h'/4)
fir das hier vorgestellte Finite Volumen Verfahren zu beweisen.




Kapitel 9

Numerische Experimente

Im Rahmen dieser Diplomarbeit haben wir das Verfahren aus dem vorigen Kapi-
tel implementiert. Dieses Kapitel stellt die Implementierung des Verfahrens und
die Ergebnisse, die wir daraus erhalten haben, vor. Dazu fiithren wir sechs kon-
krete Testprobleme auf der Sphire S? ein, die wir numerisch gelost haben. Um
die Konvergenz des Verfahrens numerisch zu untersuchen, berechnen wir fiir einige
Testprobleme den EO des Finite Volumen Verfahrens und betrachten den zeitli-
chen Verlauf der Totalvariation und der Totalvariation entlang von Vektorfeldern.

Zunéchst geben wir an, wie das Verfahren implementiert wurde.

9.1 Implementierung

9.1.1 Das Gitter

Als Grundlage fiir unsere Berechnungen verwenden wir Oberflichengitter, die die
zweidimensionale Sphére anndhern. Die Gitterelemente (Dreiecke) sind flach und
alle Eckpunkte liegen auf der Sphire S?. Da die Dreiecke flach sind, bilden sie keine
Teilmenge der Sphire S?. Wir konnen aber alle Berechnungen so ausfiihren, als
ob gekriimmte Elemente vorldgen, die der Definition eines gekriimmten Polyeders
(siche Definition R.I.T]) aus der Definition des Finite Volumen Verfahrens gentigen,
also insbesondere Teilmengen der Sphire S? sind. Details dazu beschreiben wir in
Unterabschnitt

Wir verwenden fiir unsere Berechnungen sieben verschiedene konkrete Gitter, die
wir mit sphere(0), sphere(1),..., sphere(6) bezeichnen. Die sieben Gitter unter-
scheiden sich vor allem in ihrer Feinheit. Dabei ist die durchschnittliche Kanten-
lange von sphere(i) etwa doppelt so groft wie die von sphere(i + 1) fir i =0,...,5.

'EOC steht fiir Experimental Order of Convergence, siehe dazu Definition [I3.1

137
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Tabelle 9.1: Fiir die Gitter sphere(0),..., sphere(6) sehen wir die Anzahl der Elemente,

die kleinste (hmin ), grofte (hmax) und mittlere (h) Kantenlinge, sowie das Verhéltnis von
grofkter zu kleinster Kantenlénge.

sphere Elemente — hpin Ponax h Ponax/ Prnin
0 632 0.13318 0.31242 0.21605 2.35
1 2.628 0.06860 0.14572 0.10613 2.12
2 11.164 0.02806 0.08274 0.05145 2.95
3 45.102 0.01610 0.03539 0.02557 2.20
4 187.682 0.00622 0.01759 0.01251 2.83
5
6

747.416 0.00182 0.00883 0.00627 4.84
3.028.862 0.00132 0.00534 0.00311 4.04

Sonst besteht jedoch keine Beziehung der Gitter zueinander, insbesondere sind die
feineren Gitter nicht aus den jeweils groberen Gittern durch Verfeinerung entstan-
den. Die Gitter wurden mit dem Programm Gmsh (siche [gms|) in der Version
2.3.1 konstruiert. Dabei wurde der Algorithmus MeshAdapt+Delauny verwendet.
Das grobste und das feinste Gitter sind in Abbildung zu sehen. In Tabelle
sind wichtige Kenngrofen fiir alle Gitter angegeben. In dieser Tabelle fallt auf, dass
das Verhiltnis von grofstem zu kleinstem Durchmesser bei sphere(5) und sphere(6)
bedeutend grofer ist als bei den gréberen Gittern. Betrachtet man die Werte fiir
Pmax, SO sieht man, dass wir von einer Halbierung bei den Schritten zum jeweils
nachstfeineren Gitter mafgeblich entfernt sind. Fiir die iiber alle Elemente der Tri-
angulierung gemittelten Durchschnitte i kann man jedoch ziemlich exakt von einer
Halbierung zum jeweils néchstfeineren Gitter sprechen. Wie wir spéter sehen wer-
den, wirkt sich dies auf die Berechnung der EOCs aus.

Die Softwarepakete DUNE und DUNE-PSG

Um Gitterdurchliufe zu realisieren haben wir die C-+-+-Bibliothek DUNE 3 (siche
[dun]) verwendet. DUNE vereint Schnittstellendefinitionen und effiziente Implemen-
tierungen, aufgeteilt auf mehrere Module, zum Losen partieller Differentialgleichun-
gen. Das Kernmodul DUNE-GRID enthélt die Definition einer parallelen Schnitt-
stelle fiir hierarchische, strukturierte und unstrukturierte Rechengitter (siche dazu
). So kann bereits existierende Gittersoftware durch die Implementierung
der Schnittstelle in DUNE eingebunden werden. Dies geschieht durch die Verwen-
dung moderner C++-Techniken auf sehr effiziente und zugleich flexible Art und

Weise (siehe [BBDT08a).

2DUNE steht fiir Distributed and Unified Numerics Environment
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(a) sphere(0) Vorderansicht (b) sphere(0) Riickansicht

(c) sphere(6) Vorderansicht (d) sphere(6) Riickansicht

Abbildung 9.1: Vorder- und Riickansicht der Gitter sphere(0) und sphere(6). Die Bilder
wurden mit dem Programm ParaView [par] erstellt.
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(a) Vorderansicht (b) Riickansicht

Abbildung 9.2: Aufteilung des Gitters sphere(6) auf 16 Prozessoren. Jede Farbe ist
einem Prozessor zugewiesen.

Insbesondere ermdglicht das Modul DUNE-PSG die Verwendung von Oberfléchen-
gittern. Um die Gitter, die mit Gmsh entstanden sind, fiir DUNE-PSG lesbar zu
machen, musste ein Parser geschrieben werden, der die jeweiligen Dateiformate in-
einander umwandelt. Damit auch auf dem feinsten Gitter, sphere(6), in akzeptabler
Zeit gerechnet werden kann, haben wir paralleld, mit bis zu 16 Gitterpartitionen
(sieche Abbildung [0.2]), gerechnet. Da die Parallelisierung in dieser Arbeit nicht im
Vordergrund steht, haben wir keine parallelen speedups], mit denen man auf die
Effizienz der Parallelisierung schlieffen kann, berechnet. Fiir die Visualisierung sind
in DUNE verschiedene hilfreiche Pakete bereits vorhanden. Wir konnten durch die-
se Pakete Dateien im VTKB-Format rausschreiben, die von Paraview [par| wieder
ausgelesen und visualisiert werden kénnen. Auf diese Weise sind die meisten der in
diesem Kapitel zu sehenden Bilder entstanden.

9.1.2 Details zur Berechnung der Naherungslosungen

Zur Berechnung der Naherungslosungen mit dem vorgestellten Finite Volumen Ver-
fahren muss ein konkreter numerischer Fluss gewéhlt werden. Wir haben sowohl

3Parallel rechnen bedeuted, dass das Rechengitter unter mehreren Prozessoren aufgeteilt wird
und jeder Prozessor nur diejenigen Berechnungen macht, die auf seinem Teil anfallen. Somit wird
die gesamte Rechenlast auf mehrere Prozessoren verteilt, die gleichzeitig arbeiten.

4 Paralleler speedup bezeichnet das Verhéltnis der bendtigten Rechenzeiten bei zwei verschiede-
nen Anzahlen von Prozessoren.

SVTK steht fiir Visualization Toolkit.
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einen Lax-Friedrichs als auch einen Engquist-Osher-Fluss (siehe Beispiel B.1.4]) im-
plementiert. Die Berechnungen, die in diesem Kapitel vorgestellt werden, wurden
alle mit dem Engquist-Osher-Fluss gemacht, da dieser etwas genauere Losungen
produzierte.

In unseren Testproblemen sind alle analytischen Fliisse f von der Form f(u,z) =
f(w)V(x) fiir x € S und 4 € R, wobei f : R — Rund V € 7(S?). In den folgenden
Zeilen wollen wir den Engquist-Osher-Fluss fiir diese Form von analytischen Fliissen
berechnen.

Mit den Bezeichnungen aus Beispiel B.1.4l erhalten wir

cer(®) = 1o [ 8002 me @)oo (@) = (@

wobei

Qe k e|/ ) e i (1)) gdve ().

Da wir in den Testproblemen lineare und Burgers-artige Fliisse betrachten, be-
rechnen wir fiir diese jeweils die Engquist-Osher-Fliisse.

Linearer Fluss (f(u) = u)
Im linearen Fall erhalten wir mit der Notation aus Beispiel

U ' e, KUy fall ek >0
CjK(“) = ce,x(0) +/0 maX{CIe,K<3)70}d8 — { @ (fu s?)nssta K

u) = / min{c’e,K(s),O}ds = { 0, ~ falls a0
0

Qe kU, sonst
und somit gilt fiir den Engquist-Osher-Fluss

ae gu, falls ae g >0

EO + - .
FER10) = el + o) = { Skt fals ek 2 0 (9.L.1
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Burgers-artiger Fluss (f(u) = +u?)

In diesem Fall ist

n (1) = { %ae,Kﬂ/ , falls e gt > 0

0, falls a g < 0,
o (1) = 0, falls e gt > 0
IO Saext?, falls gt < 0

und somit gilt fiir den Engquist-Osher-Fluss

0 falls o g < 0 und e xv >0

1 2
EO _ o+ _ _ 5 Qe KU, falls ae g > 0 und ae xgv > 0
Jer(u,v) = € e (u) + ¢ e (v) %QQKUQ, falls e gu < 0 und ae xv <0
%ae,K (u? +v?), falls aegu >0 und o, gv < 0.
(9.1.2)

In dem numerischen Verfahren miissen die Terme o, x ausgewertet werden. Dies
sind Integrale entlang der Kanten der gekriimmten Dreiecke der Triangulierung,
die im Allgemeinen jedoch nur angenéhert werden kénnen. Angaben zu diesen und
zu weiteren Naherungen, die wir bei der Implementierung gemacht haben, folgen
sofort. Danach geben wir an, wie wir die Zeitschrittweite 7 gesteuert haben.

Weitere Naherungen und Auswertungen

Das Finite Volumen Verfahren (8LI0) und (8T erfordert die Berechnung von
mehreren Termen. Schon bei der Berechnung der Anfangswerte (vgl. (8&1I])) sind
Integrale zu berechnen, die im Allgemeinen nicht ohne Weiteres exakt ausgerechnet
werden kénnen. In der Implementierung haben wir alle Integrale durch Einpunkt-
quadraturen auf den Elementen der Triangulierung ausgewertet. Da wir fiir das
Finite Volumen Verfahren keine hohere Konvergenzordnung als “erste Ordnung”
erwarten, sollte dies die Konvergenzordnung des Gesamtverfahrens nicht negativ
beeinflussen.

Fiir das Verfahren ist auch die Kenntnis der Flacheninhalte der gekriimmten Drei-
ecke auf der Sphire notwendig. Diese kénnen wir durch Gleichung (8) aus [VOS83|
berechnen. Den geodétischen Abstand d,(x,y) zweier Punkte x,y auf der Sphére
S? C R3, der fiir die Quadratur der Linienintegrale notwendig ist, erhalten wir mit
dy(x,y) = arccos(x - y), wobei “-” das euklidische Skalarprodukt im R* bezeichnet.
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Zeitschrittweitensteuerung

Um die Konvergenz des Verfahrens zu beweisen, haben wir in Kapitel [§ eine be-
stimmte Stabilitdtsbedingung (siehe (8I.9)) vorausgesetzt. Diese Stabilitdtsbedin-
gung, “CFL - Bedingung” oder auch “CFL - artige Bedingung” genannt, verlangt im
Wesentlichen, dass die Zeitschrittweite 7 aus Definition klein genug gewahlt
werden muss. Diese Wahl hingt im Allgemeinen vom Gitter und der Lipschitzkon-
stanten des numerischen Flusses zu einem gegebenen Zeitpunkt ab. In Definition
RI2 wird die Zeitschrittweite 7 als konstant iiber alle Zeitschritte hinweg definiert.
Im Gegensatz dazu wird im implementierten Verfahren in jedem Zeitschritt die Sta-
bilitatsbedingung zur Zeitschrittweitensteuerung verwendet. Wie wir sehen werden,
fithrt dies im Fall von linearen Fliissen (vgl. (O.I11])) weiterhin zu dquidistanten
Zeitschritten, bei Burgers-artigen Fliissen (vgl. (@12)) hingegen sind die Zeit-
schritte im Allgemeinen nicht dquidistant. Formt man die CFL-Bedingung (81.9)
um und setzt den Engquist-Osher-Fluss ein, so erhilt man
~1

EO EO
e7K(u7 w) - e,K(,U7 U})
7 < |K| | px max sup )
KGTh' u;u;weR u—7v
e€OK  yzty
fiir alle K € T".
Im linearen Fall (vgl. (@Q.1.T])) ist
EO EO
e,K(u7w) - e,K<v7w)
max sup = max Qe g
KeTh yvweR u—v KeTh
e€0K y£y ecOK

und wir definieren fiir diesen Fall die Zeitschrittweite 7 durch die Gleichung

P {mm{IKI , |Ke|}}7

KeTh \€| Qe K
ecOK

wobeil CFL < 1.

Bei Burgers-artigen Fliissen (vgl. (O.1.2)) ist der Term

EO EO
e,K<u7 U}) - e,K<U7 w)
max sup
KeTh yvweR u—v
e€0K  yzy

im Allgemeinen nicht beschrankt. Es macht aber Sinn, fiir ,v und w nur solche
Werte einzusetzen, die die diskrete Losung im jeweiligen Zeitpunkt lokald auch tat-
sichlich annimmt. Das fiithrt zu folgender Definition der Zeitschrittweite fiir diesen

6Das heift fiir ein Dreieck und deren Nachbarelemente.
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Fall:

P m{ win {|K], |K.[} }}

Ket! le| cve,x max {|ul|, |up

fiir n € N und mit CFL < 1.
Im Fall von Burgers-artigen Fliissen héngt die Zeitschrittweite vom Wert der
diskreten Losung zum jeweils aktuellen Zeitpunkt ab und ist somit im Allgemeinen
nicht konstant. Das Finite Volumen Verfahren weicht also in diesem Fall von der
Definition aus Kapitel [§ ab.

9.2 Daten fiir die Testprobleme

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Daten fiir die Testprobleme, die im Rahmen
dieser Arbeit numerisch gelost wurden. Um ein konkretes Testproblem zu definie-
ren, miissen das Rechengebiet (die Mannigfaltigkeit (M, g)), der Fluss (f) und die
Anfangswerte (ug) definiert werden. Als Rechengebiet wéhlen wir fiir alle Testpro-
bleme, wie schon in den Kapiteln [ und [7, die Sphére S?, die isometrisch in den R3
eingebettet ist. Wir benutzen wieder die Notationen aus Kapitel [l und ibernehmen
insbesondere die Darstellung von S? durch sphirische Koordinaten. Jeder Punkt auf
S? wird also durch die Angabe seines Breitengrades ¢ € [0,27] und Lingengrades
0 € [0, 7] dargestellt (sieche Abbildung 2.3)), das heift

S? = {(cos psinb, sinpsind, cosd) € R* | ¢ € [0,27],0 € [0, 7]} .
Das Anfangswertproblem (B.I.T]) und (8.I.2]) wird dann zu
Opu + div, (F(u,-)) =0 auf S* x R, (9.2.1)
u(-,0) = up auf S?, (9.2.2)

wobei die Funktion u : S x RT™ — R gesucht ist und f = f(u, -) fiir jeden Wert des
Parameters @ € R ein differenzierbares Vektorfeld auf S? bezeichnet, das glatt vom
Parameter u abhiingt. Der Fluss (1, -) ist also insbesondere an jeder Stelle x € S?
aus Ty S?, sprich tangential an S?.

Wir bedienen uns der Parametrisierung der Sphére aus Abschnitt 6.1, das heifst wir
fithren die Abbildung xp ein:
xp: Q0 —S%  (p,0) — (cospsinf,sin sind, cos )

mit Q := T' x (0,7). Dabei ist T" := [0,27], wobei die Stellen ¢ = 0 und ¢ =
271 miteinander identifiziert sind. Funktionen auf S? werden durch Funktionen von
(p,0) € 2 représentiert. Zum Beispiel ist mit ug(¢, §) somit ug(xp(p, d)) gemeint.
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Wir verwenden zu unterschiedlichen Zwecken unterschiedliche Anfangsdaten und
Flussfunktionen, die wir miteinander kombinieren. Zunéachst wollen wir die Anfangs-
daten prasentieren, die in unseren Testproblemen zum Einsatz kamen. Im darauf
folgenden Unterabschnitt werden die verschiedenen Flussfunktionen aus den Test-
problemen angegeben.

Anfangswerte I

up(z,y, 2) == 41508 (2, Y, 2)

fir (z,y,2) € S?, wobei 1 die In-
dikatorfunktion bezeichnet. Siehe

Abbildung

Abbildung 9.3: Vorderansicht von u{).

Anfangswerte 11

Hier geben wir die Anfangswerte
in Polarkoordinaten an und for-
dern Stetigkeit an den Polen. An
den Polen verschwinden die An-
fangsdaten somit.

ufl(9.0) = To(0)iin(i),

wobei

() := sin®(30) 1 (jg—r/21<r/6}(6),
Uo(p) = cos”(3)x()

und y definiert ist durch () :=
]]'{(|80|<7T/6)V(\<P*27T|<7r/6)}(@)- Siche Abbildung 9.4: Vorderansicht von ug.

Abbildung
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Anfangswerte 111

Auch hier geben wir die Anfangs-
werte in Polarkoordinaten an und
fordern Stetigkeit an den Po-
len, wodurch die Anfangsdaten
an den Polen verschwinden.

ut!(p, 0) = To(0) sin().

wobei Uy wie bei den Anfangswer-
ten II definiert ist. Siehe Abbil-
dung 0.5

Anfangswerte IV

Wieder geben wir die Anfangs-
werte in Polarkoordinaten an und
fordern Stetigkeit an den Po-
len, wodurch die Anfangsdaten
an den Polen verschwinden.

up’ (10,0) = Uo(0)L{pem} (),

wobei 1y wie bei den Anfangswer-
ten II definiert ist. Siehe Abbil-
dung

Abbildung 9.5: Vorderansicht von ugl.

-0.75

Eo.s
Eo.zs

Abbildung 9.6: Vorderansicht von u{)v.
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In unseren Testproblemen haben alle analytischen Fliisse f die Gestalt f(u,x) =
f(w)V(x) fiir x € S> und @ € R, wobei f : R — R und V € 7(S?) ein glattes, zu
S? tangentiales Vektorfeld ist.

Betrachtet werden lineare und Burgers-artige Fliisse Bei linearen Fliissen ist
f(u) = fuin(w) := 2mu, wohingegen fiir Burgers-artige Fliisse f(4) = fpurgers(@) :=
mu? ist.

Das Vektorfeld V gibt die Flussrichtung an. Im Folgenden werden drei solche Vek-
torfelder vorgestellt, die bei unseren Testproblemen zum Einsatz kamen.

Vektorfeld A

Das erste Vektorfeld zeigt in “Ostrichtung”, und zwar so, dass der Betrag propor-
tional zur Lénge des Breitengrades an der jeweiligen Stelle ist. An den Polen ver-
schwindet das Feld somit. Wir definieren

VA<:U7 Y, Z) = (_y7 €T, O>T

Vektorfeld B

Das zweite Vektorfeld ist, wie schon V », auch parallel zu den Breitengraden, jedoch
wechselt es in Abhéngigkeit vom Breitengrad die Richtung. Auf der “Nordhalbku-
gel” zeigt es nach “Osten”, wohingegen es auf der “Siidhalbkugel” nach “Westen”
zeigt, so dass durch dieses Vektorfeld eine Scherung verursacht wird. An den Polen
verschwindet das Feld wieder. Wir definieren es in Polarkoordinaten durch

Vi(p,0) = sin(20)(— sin(y), cos(y), 0)"

und setzen es stetig zu den Polen fort.

Vektorfeld C

Das dritte Vektorfeld wihlen wir so, dass es nicht divergenzfrei ist. Dazu definieren
wir ein Feld, das stets nach “Norden” zeigt und auch an den Polen verschwindet.
Wir geben es in Polarkoordinaten an:

Va(p,0) = sin®(0)(— cos(8) cos(y), — cos(8) sin(p), sin(#))” .

9.3 Ergebnisse der numerischen Experimente

In diesem Abschnitt untersuchen wir die numerischen Losungen von Testproblemen.
Diese Testprobleme sind auf der Sphire S? mit den Anfangsdaten und Fliissen aus
Abschnitt gestellt. Dabei verwenden wir das Finite Volumen Verfahren aus Ka-
pitel B das durch (8&LTI0) und (8ITIT]) definiert ist. Details der Implementierung,

wie zum Beispiel das verwendete Rechengitter, Naherungen, die wir beim Verfahren
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gemacht haben, oder die Zeitschrittweitensteuerung, wurden in Abschnitt Zu-
sammengefasst. Als numerischer Fluss wurde bei allen Testproblemen der Engquist-
Osher-Fluss verwendet (siche Beispiel und Unterabschnitt @.1.2).

Wir wollen die experimentelle Konvergenzordnung, kurz EOC (siehe Definition
@.37)), des verwendeten Finite Volumen Verfahrens fiir ausgewéhlte Testprobleme
bestimmen. Danach untersuchen wir den zeitlichen Verlauf sowohl von der iiblichen
Totalvariation als auch von der Totalvariation entlang von Vektorfeldern von dis-
kreten Losungen.

Im weiteren Verlauf des Kapitels bezeichnen wir mit v* : §? x R* — R die nu-
merische Losung, die durch unsere Implementierung berechnet wurde.

9.3.1 Numerische Konvergenz

In diesem Abschnitt wollen wir quantitativ iberpriifen, ob das Verfahren sinnvolle
Ergebnisse liefert. Dazu berechnen wir die experimentelle Konvergenzordnung fiir
unterschiedliche, einfache Anfangswertprobleme auf der Sphire S?, deren Losung
uns bekannt ist.

Einfach bedeutet in diesem Zusammenhang vor allem, dass die Testprobleme so
beschaffen sind, dass sie dquivalent zu einem Problem in einer Raumdimension
sind. Eine Aquivalenz zu eindimensionalen Problemen haben wir in Lemma
bei Fliissen der Form

0 -y
f(u,x) :=x x 0 =flu)| = |,
—f(a) 0

was identisch zu f(u)Va(x) ist, hergeleitet. Dabei ist f : R — R. Die Differential-
gleichung (@.2.0)) ist fiir diesen Fluss nach Lemma [6.4.1] dquivalent zu

Owu(t, p,0) + ;f(u(t, ©,0)) = 0 auf T" fiir alle 6 € (0, 7), (9.3.1)
'
wobei T wie in Abschnitt definiert ist.

Bevor wir die Ergebnisse fiir die EOCs aus den Testproblemen betrachten, wird
zunéachst definiert, wie sie berechnet werden.

Definition 9.3.1 (EOC). Sei u eine exakte Losung und seien up,,up, numeri-
sche Lisungen desselben Problems auf den Triangulierungen Ty, bzw. Ty, mit der
Feinheit hy bzw. hy (vgl. Definition[81.2). Dann definieren wir die experimentelle
Konvergenzordnung durch

e 1ol =l /Il = gl
lOg (h,l/h2>
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Um den EOC zu bestimmten, miissen also L!-Fehler ausgerechnet werden. Fiir die
Berechnung der EOCs, die in den Tabellen dieses Unterabschnitts zu finden sind,
haben wir die L'-Fehler durch Einpunktquadraturen auf den Elementen der Trian-
gulierung approximiert.

Die in Unterabschnitt angesprochene Ungleichméfigkeit des Gitters verur-
sacht, dass die EOCs ziemlich stark schwanken. Verwendet man jedoch fiir die
Feinheit der Triangulierung, als Grundlage fiir die Berechnung der EOCs, nicht
den maximalen Durchschnitt Ap.,, sondern den iiber alle gekriimmten Dreiecke ge-
mittelten Durchschnitt h, so kann man fiir die EOCs weitaus stabilere Ergebnisse
erzielen. Aus diesem Grunde geben wir in allen Tabellen in diesem Unterabschnitt
jeweils beide Werte an.

Lineare Testprobleme

Wir wollen jetzt die experimentelle Konvergenzordnung fiir lineare Probleme un-
tersuchen. Dazu fithren wir zwei Testprobleme ein und vergleichen zum Zeitpunkt
t = 1.0 die numerische Losung mit der exakten Losung. Bei beiden Testproblemen
nehmen wir das Vektorfeld V4 als Grundlage fiir den Fluss, so dass dieser die Form
f(u,x) = 2muVa(x) annimmt. Somit wird Gleichung (@3.1]), die &quivalent zur
Differentialgleichung (@.2T))ist, zu

0
Ou(t, p,0) + 27?8—u(t, ©,0) = 0 auf T" fiir alle 6 € (0, 7).
12
Die exakte Losung ist demnach ein linearer Transport in Ost-Richtung, durch den
zum Zeitpunkt ¢ = 1.0 wieder der Initialzustand erreicht wird. Der L!-Fehler lisst
sich somit leicht berechnen.

Testproblem 1 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems

O+ div, (27uVa) =0 auf S* x R*,
u(+,0) = ug auf S?,

wobei Vi, und uf in Abschnitt @2 definiert wurden.

Da dieses erste lineare Testproblem stetig differenzierbare Anfangswerte besitzt,
liegt es nahe, entsprechend dem euklidischen Fall, eine experimentelle Konvergen-
zordnung von Eins zu erwarten. Die berechneten EOCs sehen wir in Tabelle
Dabei konnen wir feststellen, dass die EOCs tendenziell ansteigen je feiner das
Gitter wird und zumindest der letzte Wert fiir EOC(h) relativ nahe an die Eins
herankommt. Der Ausreifier im letzten Wert fiir EOC(h 4, ) ldsst sich womoglich

durch die Ungleichméfigkeit des Gitters erklaren.
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Tabelle 9.2: EOCs fir Testproblem 1

sphere  EOC(hpa:) EOC(h)

lu-urh |

0 — — ko
1 0.27 0.29
2 0.52 0.41 ko
3 0.61 0.74
4 0.66 0.64 .
5 0.77 0.76

6 1.26 0.91

Abbildung 9.7: Vorderansicht des Feh-
lers fiir Testproblem 1 auf sphere(6)
zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.

In Abbildung sehen wir eine Vorderansicht des Fehlers ’u — uh} zum Zeitpunkt
t=1.0.

Fiir Testproblem 2 modifizieren wir lediglich die Anfangsdaten. Und zwar be-
trachten wir dort unstetige Anfangsdaten. Eine experimentelle Konvergenzordnung
von 0.5 ist somit das, was man in einem entsprechenden euklidischen Fall erwarten
wiirde.

Testproblem 2 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems
O+ div, (27uVa) =0 auf S* x RY,
u(-,0) = ug auf S?,

wobei V4 und uf, in Abschnitt definiert wurden.

In Tabelle sind die berechneten EOCs abzulesen und wir sehen, dass zumin-
dest die EOCs, die mit h berechnet wurden, fiir die feineren Gitter nahe an 0.5
liegen. In Abbildung ist eine Vorderansicht des Fehlers zu sehen. Wir kénnen
feststellen, dass sich der Fehler auf den Unstetigkeitsbereich konzentriert.

Burgers-artige Testprobleme

Jetzt wollen wir die experimentelle Konvergenzordnung fiir Burgers-artige Pro-
bleme untersuchen. Dazu fithren wir drei Testprobleme ein und vergleichen wieder
zum Zeitpunkt ¢ = 1.0 die numerische Losung mit der exakten Losung. Um zu



ERGEBNISSE DER NUMERISCHEN EXPERIMENTE 151

Tabelle 9.3: EOCs fiir Testproblem 2

sphere  EOC(hpmae) EOC(h)

0 — —
1 0.31 0.33
2 0.48 0.37
3 0.47 0.57
4 0.43 0.42
5 0.47 0.47
6 0.66 0.47

Abbildung 9.8: Vorderansicht des Feh-
lers fiir Testproblem 2 auf sphere(6)
zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.

gewéhrleisten, dass uns die exakte Losung der Testprobleme (mit hinreichender Ge-
nauigkeit) bekannt ist, nehmen wir wieder das Vektorfeld V als Grundlage fiir den
Fluss. Der Fluss hat bei allen drei Testproblemen die Form f(i,x) = 7>V z(x), so
dass Gleichung (@.3.)), die dquivalent zur Differentialgleichung ist, zu

Ou(t, p,0) + ﬂaiuz(t, ©,0) =0 auf T" fiir alle § € (0, 7) (9.3.2)
¥

wird. Wir betrachten nur derartige Anfangswerte, so dass die Testprobleme die
Voraussetzungen von Korollar [6.4.2] erfiillen und somit dquivalent zu jeweils einem
Problem in einer Raumdlmensmn sind (im Gegensatz zur Aquivalenz zu einer Schar
von Problemen in 1-D). Denn dann kénnen wir die exakte Losung entweder direkt
angeben oder aber in 1-D hinreichend genau berechnen, um als Vergleichslosung fiir
die Berechnung des Li-Fehlers verwendet werden zu kénnen.

Testproblem 3 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems

Owu + divy, (WUQVA) =0 auf S? x R,

u(-,0) = ug auf S?,
wobei Vi, und uf in Abschnitt @2 definiert wurden.

Losung zu Testproblem 3 Eine Losung zu diesem Problem kann mithilfe von
Korollar [6.4.2 angegeben werden. Nehmen wir nun an, dass @ : 7' x RT — R eine
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Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems mit periodischen Randbedin-
gungen

du(ip,t) + % (W (p,t)) =0 auf 7' x RT, (9.3.3)

(NN

(e, 0) = uo(p) fiir alle p € T* (9.3.4)

ist, dann ist es leicht, nachzurechnen, dass die Funktion

u(p, 0,t) == uo(0)u(y, 2muy(0)t) (9.3.5)

eine Losung von Gleichung (@.3.2)) mit den Anfangswerten

u(p, 0,0) = o(6)u(p, 0) = Uo(6)Uo() = ug (6, )

ist und somit auch eine Losung von Testproblem 3, wobei hier @y und uy wie bei
Anfangswerte II definiert sind.

Den zeitlichen Verlauf der numerischen Losung auf sphere(6) haben wir in Abbil-
dung geplottet. In den Bildern 9.9(a)H9.9(f)| kann man erkennen, dass sich ein
Schock mit einer Verdiinnungswelle herausbildet, der sich dann in Flussrichtung
ausbreitet, so wie man es auch aus dem Euklidischen kennt.

In Tabelle sind EOCs zu Testproblem 3 zu sehen, wobei diese von unten die
“1” anzundhern scheinen. Den Ausreifer fiir EOC(hyay) in sphere(6) erkldren wir
durch die Ungleichméafigkeit des Gitters, die wir in Unterabschnitt beschrie-
ben haben. Die exakte Losung von Testproblem 3, die wir fiir die Berechnung
der EOCs benétigen, haben wir approximiert, indem wir das eindimensionale An-
fangswertproblem (@.3.3) und (@.3.4) mit periodischen Randbedingungen sehr fein
numerisch geléstﬁ haben, um dann Gleichung ([@33]) ausnutzen zu konnen. Dies
ist moglich, da fiir eine Berechnung in einer Raumdimension bedeutend weniger
Rechenressourcen benotigt werden als fiir ein zweidimensionales Problem bei ver-
gleichbarer Gitterfeinheit.

In Abbildung sehen wir zwei Seitenansichten des Fehlers ‘u — uh‘ zum Zeit-
punkt ¢ = 1.0 und konnen feststellen, dass der Fehler in der Néhe des Schocks
besonders grofs ist.

"Wir haben dabei ein dquidistantes Gitter mit 40.000 Elementen und einen Engquist-Osher-
Fluss verwendet.
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Abbildung 9.9: Zeitlicher Verlauf der numerischen Losung u” fiir Testproblem 3 auf
sphere(6). In jeder der zwolf Grafiken stellt das obere Bild die Vorder- und das untere die
Riickansicht dar.
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Tabelle 9.4: EOCs fiir Testproblem 3

sphere  EOC(hpmae) EOC(h)

0

1 0.34 0.36
2 0.67 0.52
3 0.52 0.63
4 0.73 0.72
5 0.82 0.82
6 1.23 0.89

lu-urhl|

lu-uAh|
] ]
i i
075 =075
éo.s éo.s
50.25 50.25
0 0

(a) Von links (b) Von rechts

Abbildung 9.10: Seitenansichten des Fehlers fiir Testproblem 3 auf sphere(6) zum
Zeitpunkt t = 1.0.
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Testproblem 4 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems
Oyu + divy, (7ru2VA) =0 auf S x RT,
u(+,0) = ug" auf §%,

wobei V, und uf! in Abschnitt definiert wurden.

Losung zu Testproblem 4 Um eine Losung zu diesem Problem zu berechnen,
gehen wir analog wie bei Testproblem 3 vor. Den einzigen Unterschied stellen die
Anfangswerte des zugehdrigen eindimensionalen Problems mit periodischen Rand-

bedingungen (vgl. (@.3.3) und ([@.34)) dar.

Den zeitlichen Verlauf der numerischen Losung auf sphere(6) haben wir in Abbil-
dung @ T2 geplottet. In den Bildern[9.12(a)K9.12(c)| kann man erkennen, dass sich ein
stationédrer Schock herausbildet, der im zeitlichen Verlauf schwéacher wird. Die ex-
akte Losung von Testproblem 4, die wir fiir die Berechnung der EOCs benoétigen,
haben wir analog zu der von Testproblem 3 approximiert.

In Tabelle sind die EOCs zu Testproblem 4 zu sehen, wobei die Werte fiir
EOC(h) sehr nah von unten die Eins anniihern. Der Ausreifer fiir EOC(Apay) bei
sphere(6) lasst sich wahrscheinlich wieder durch die Ungleichméfigkeit des Gitters
erklaren, die wir in Unterabschnitt beschrieben haben. Abbildung zeigt
die Riickansicht des Fehlers ’u — uh‘ zum Zeitpunkt ¢ = 1.0 und man sieht, dass

der Fehler nur im schmalen Streifen des (stationdren) Schocks grof ist.

Tabelle 9.5: EOCs fiir Testproblem 4

sphere  EOC(hpmae) EOC(h)

0 — — lu-urh |
1 0.65 0.70 BE
2 1.20 0.94 05
3 0.81 0.98 foa
4 0.99 0.97 I
5 0.96 0.95 0

6 1.38 0.99

Abbildung 9.11: Riickansicht des Fehlers
fir Testproblem 4 auf sphere(6) zum
Zeitpunkt ¢ = 1.0.
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(a) t = 0.00 | (b) t =0.10 | (c) t =0.20 (d) t =0.30

(i) t = 0.80 | (j) t =0.90 | (k) ¢t =1.00

Abbildung 9.12: Zeitlicher Verlauf der numerischen Losung «” fiir Testproblem 4 auf
sphere(6). In jeder der elf Grafiken stellt das obere Bild die Vorder- und das untere die
Riickansicht dar.
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Testproblem 5 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems
dyu + divy (mu*Vy) =0 auf S* x R, (9.3.6)
u(-,0) = ug’ auf S?,

wobei V4 und ufY in Abschnitt definiert wurden.

Losung zu Testproblem 5 Um eine Losung dieses Problems anzugeben, wollen
wir wieder Korollar .42l anwenden. Demnach reicht es, eine Losung @ : 7! x RT —
R des eindimensionalen Anfangswertproblems mit periodischen Randbedingungen

dpulep,t) + %aﬁ (W (e, 1)) =0 auf T x R, (9.3.8)
P

u(p,0) = Ligem (@) fiir alle p € T* (9.3.9)
zu finden, denn dann ist die Funktion
u(p, 0,t) == uo(0)u(y, 2muy(0)t) (9.3.10)

eine Losung des Anfangswertproblems (9.3.6) und ([@.3.6]). Um eine Losung des An-
fangswertproblems (@.3.8) und (@39) zu finden, betrachten wir die Unstetigkeiten
an den Stellen ¢ = 0 und ¢ = 7 in den Anfangsdaten. Die Flussfunktion des ein-
dimensionalen Problems, u +— 1/2u?, ist ein Burgers-Fluss. Demnach wird sich an
der Stelle ¢ = 0 eine Verdiinnungswelle ausbilden und die Unstetigkeit bei ¢ = 7
wird sich als Schock nach “rechts” ausbreiten. Die Schockgeschwindigkeit ergibt sich
durch die Rankine-Hugoniot Bedingung (siehe z. B. [Kr697, Seite 19]) zu

1 1
3 12 — 5 02 _ 1

1-0 2
Im Zeitintervall [0,27] interferieren die Verdiinnungswelle und der Schock noch
nicht. Fiir diesen Zeitraum ist die Losung des Anfangswertproblems ([@3.8) und

(@39) somit durch

o/t, falls0<p <t
u(p, t) = 1, fallst<p<m+1t/2
0, fallsm+1t/2<¢<2rm

gegeben. In Abbildung sehen wir u. Wegen 1y < 1 ist eine Losung des An-

fangswertproblems (@.3.0) und (@371) somit durch (@3I0) fiir alle Zeiten ¢ € [0, 1]
gegeben.

Abbildung zeigt die Vorder- und Riickansicht des Fehlers }u — uh‘ zum Zeit-
punkt ¢ = 1.0 und wir kénnen wieder feststellen, dass dieser in der Nahe des Schocks
besonderes grof ist.
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1 o 1 o 1 o
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
% w2 w a2 2n % w2 wm 8wz 2n 0 w2 w sw2 on
@Achse @-Achse @-Achse
(a) @ fir t =0,0- 27 (b) w fiir t =0,2- 27 (c) uwfiir t =0,4-27
1 o 1 o 1 P
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
% w2 o a2 2n W w2z w sw2 2n W w2 w 3w2 on
@Achse @-Achse @-Achse
(d) u fiir t = 0,6 - 27 (e) u fiir t =0,8- 27 (f) wfirt=1,0-2m

Abbildung 9.13: Zeitliche Entwicklung von w fiir sechs Zeitpunkte.

In Tabelle @.6] sind die EOCs zu Testproblem 5 zu sehen. Die Werte fiir EOC(h)
nahern sich von unten der Eins an, wobei die Ungleichméfigkeit des Gitters wahr-
scheinlich wieder den Ausreifter fiir EOC(hyax) in sphere(6) verursacht.

Den zeitlichen Verlauf der numerischen Losung auf sphere(6) ist in Abbildung [0.14]
geplottet. Man sieht, dass sich die Unstetigkeit bei “ip = 7”7 in Flussrichtung bewegt,
und zwar umso schneller, je niher sie am “Aquator” ist. Die andere Unstetigkeit wird
sofort stetig und breitet sich als Verdiinnungswelle in Flussrichtung aus. Zum Zeit-
punkt £ = 1.0 haben sie sich jeweils eingeholt.

Tabelle 9.6: EOCs fiir Testproblem 5

sphere  EOC(hpmae) EOC(R)

0 -
1 0.38 0.40
2 0.84 0.66
3 0.51 0.62
4 0.75 0.73
) 0.82 0.82
6 1.22 0.88
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I

n n wn l
— — — B2y

wn I “on m wn I
— — — — ——

— —

(i) ¢ = 0.80 () t = 0.90 (k) ¢ = 1.00

Abbildung 9.14: Zeitlicher Verlauf der numerischen Losung «” fiir Testproblem 5 auf
sphere(6). In jeder der elf Grafiken stellt das obere Bild die Vorder- und das untere die
Riickansicht dar.
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(a) Vorderansicht (b) Riickansicht

Abbildung 9.15: Vorder- und Riickansicht des Fehlers fiir Testproblem 5 auf sphere(6)
zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.

9.3.2 Berechnung der Totalvariation

Nachdem die Implementierung des Finite Volumen Verfahrens im vorangegangenen
Unterabschnitt validiert wurde, interessiert uns in diesem Unterabschnitt der zeit-
liche Verlauf der Totalvariation. Wir wollen numerisch untersuchen, inwiefern sich
die theoretischen Ergebnisse fiir die Totalvariation aus dem Kapitel @] und fiir die
Totalvariation entlang von Vektorfeldern aus den Kapiteln [ und [ auf eine nume-
rische Losung iibertragen. Dazu stellen wir die theoretischen Resultate noch einmal
kurz vor, leiten dann jeweils eine Formel zur Berechnung der jeweiligen Totalvaria-
tion von stiickweise konstanten Funktionen her und présentieren im Anschluss die
Ergebnisse der numerischen Berechnungen.

Die Abschitzungen der Totalvariationen

In Kapitel @ haben wir eine Abschitzung der Totalvariation von Entropielésungen
hergeleitet. Wir konnten zeigen, dass unter den Voraussetzungen von Satz [4.3.2] die
Totalvariation einer Entropielésung u im zeitlichen Verlauf endlich bleibt:

TV(u(t)) < Cyexp(Cat) fiir fast alle t € RY

mit Konstanten Cs, Cy > 0. Ferner konnen wir aus Beispiel [.3.6] ablesen, dass eine
TV[ﬁ—EigensChaft fiir Entropielésungen auf Mannigfaltigkeiten keineswegs zu er-

8TVD steht fiir Total Variation Diminishing. Das bedeutet, dass die Totalvariation im zeitlichen
Verlauf nicht anwéchst.
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warten ist.

Fiir die Totalvariation entlang von Vektorfeldern haben wir in Kapitel [l eine Ab-
schdtzung bewiesen. Unter den Voraussetzungen von Satz [5.4.1] gilt fiir ein Vektor-
feld X, dass

TVx (u(t)) < TV (u(0)), (9.3.11)

falls der zugehorige Fluss f divergenzfrei ist und die Lie-Klammer von 0,f und
X verschwindet, das heifst £x0,f(u,-) = 0 fiir alle u € R. In Kapitel [ haben
wir gezeigt, dass auf einer Sphére die Bedingung "Lx0,f(u,-) = 0 fir alle u € R®
dquivalent dazu ist, dass es eine Funktion C' : R xS? — R gibt, so dass X(C(u,-)) =
0 und

Ouf(u,-)=C(u,)X  firalle u € R.

Totalvariationen von stiickweise konstanten Funktionen

Das verwendete Finite Volumen Verfahren ist ein Verfahren erster Ordnung und
basiert somit auf stiickweise konstanten Funktionen beziiglich einer Triangulierung
T". Um die Totalvariation (siche Definition FE0.4) und die Totalvariation entlang
eines Vektorfelds (siche Definition [5.2.1]) von stiickweise konstanten Funktionen be-
rechnen zu kénnen, leiten wir in den folgenden zwei Lemmata Formeln dafiir her.

Lemma 9.3.2. Sei 7" eine Triangulierung (siehe Definition[S.1.3) einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) und u" € LY(M) stickweise konstant beziiglich der
Triangulierung T", das heifst fiir jedes K € T" gibt es ein u € R mit

u(z) = uj
fiir alle v € K. Dann berechnet sich die Totalvariation von u” zu
1
TV(u") = 5 > Jube —ul | lel, (9.3.12)
KeTh
ecOK

wobei K, das eindeutige Polyeder bezeichnet, das die Kante e mit K teilt.
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Beweis: Wir setzen «” in die Definition ein, nutzen aus, dass u” stiickweise konstant
ist, und wenden den Satz von Gaufs an. Damit erhalten wir

TV(u") = sup / u" div, (X)dv,

xeT(M) Jum
sup 7| X[, <1

= sup Z ult. / divy(X)dv,
XeT(M) =2, K
supM\X|g§1

h

= sup U /X,n&K dv,,

XeT (M) Z K e< s

KeTh
SupM‘X|g§1 ecOK

wobei n. x das dufere Normalenfeld entlang e € 0K bezeichnet. Nutzen wir aus,
dass n. x = —n, g, dann ist

1
TV(u") = = sup Z (uh —uly) /(X, n. ), dve.
2 xer(M) it e g
SupM‘X‘gsl ecOK
Um zu iiberlegen, welchen Wert das Supremum annimmt, lassen wir fiir einen Mo-
ment die Einschriankung, dass X glatt sein muss, weg. Das heift

1
TV (u") < 5 sup Z (uf —uly) /(X,ne,mg dv,

sup 7| X[, <1 e

KeTh
e€cOK
1
=3 Z (uf}( — uf}() /sgn (u’}( — u'}(e) dv,
KeTh ¢
e€cOK
1 h h
b Z ‘uK —uKe‘ le].
h
P

Bei der Supremumbildung sind von X also ausschlieflich die Werte auf den Kanten
e ausschlaggebend und es wird maximal, wenn entweder X = n, g oder X = —n, g,
je nachdem, ob sgn (uf}( — u’}Q) = 1 oder sgn (uf}( — uf}(e) = —1 ist. Im Grenzprozess
konnen auch glatte Vektorfelder X € 7(M) diese Konfiguration annédhern und es

gilt folglich

1
TV(u") = 5 Z |l — ule | lel.

KeTh
e€cOK
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Analog erhélt man folgendes Lemma, das eine Formel fiir die Berechnung der To-
talvariation entlang eines Vektorfeldes angibt.

Lemma 9.3.3. SeiT" cine Triangulierung (siehe Definition[812) einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) und u" € LY(M) stickweise konstant beziiglich der

Triangulierung T". Dann berechnet sich die Totalvariation von u" entlang eines
Vektorfeldes X € T (M) zu

1
TVx() = 3 ful — ol | / (X ), | o,
KeTh €
ecOK

wobei wir die Notationen aus Lemmal9.3.2 verwenden.

Wir wollen spéter den zeitlichen Verlauf der Totalvariation der diskreten Losung
betrachten. Dabei finden die oben hergeleiteten Formeln Anwendung.

Auswirkung einer Projektion auf die Totalvariation Da die Anfangswerte
des Finite Volumen Verfahrens geméfs Gleichung (RILII]) auf den Raum der stiick-
weise konstanten Funktionen projiziert werden, ist es wichtig, zu verstehen, wie
sich diese Projektion auf die Totalvariation auswirken kann. Die folgende Bemer-
kung und das néchste Beispiel erldutern diese Problematik.

Bemerkung 9.3.4. Projiziert man eine glatte Funktion durch Mittelwertbildung
auf den Raum stiickweise konstanter Funktionen beziiglich einer Triangulierung T",
so kann dies die Totalvariation verdndern. Auch im Grenzwert fiir h — 0 ist Gleich-
heit im Allgemeinen nicht zu erwarten. Das bedeutet, dass die Totalvariation der
diskreten Losung im Allgemeinen unter Gitterverfeinerung nicht gegen die Total-
variation der exakten Ldésung konvergiert. Schon die Projektion der Anfangswerte
durch Mittelwertbildung kann eine Verdnderung der Totalvariation bewirken. Das
folgende Beispiel im R? illustriert diesen Sachverhalt.

Beispiel 9.3.5. Sei Q := (0,1)? C R? und seiu: Q — R definiert durch u(z,y) =
x +y. Wir wollen eine Triangulierung mit Quadraten als Elemente einfiihren. Sei
dazu N € N, dann machen wir folgende Definitionen:

1
hi=—
N’
Il = (ih, (i + 1)h) firi=0,...N —1
h . th h 2 e oo
L= 1 < I} € (0,1)° firi,j=0,...N — 1.
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u(xy) —— y
1
h h
I} L
It 17
(a) Die Funktion u (b) Die Triangulierung fiir

Abbildung 9.16: Im linken Bild sehen wir den Graph der Funktion u abgebildet, im
rechten Bild die Triangulierung der Menge §2.

Der Mittelwert ufj von u auf dem Quadrat Iihj berechnet sich zu

1 (G+Dh  p(i+1)h
= — / x +y dzdy

G4+Dh  p(i+1)h (J+Dh p@+1D)R
h2 / / x dxdy + / / y dzdy

1 (i+1)h (j+1)h
= — / xdr + / y dxdy
ho\ Jin jh
1
=3 ((z +1)°h* —i°h* + (j + 1)°h* — j°h%)
h
=5 (@2 1=+ 2+1-5%)

(t+j+Dh=u((i+1/2)h,(j+1/2)h).
Die Funktion u" : Q — R mit u(z) = u”, falls x € Ih st somit die Projektion von

u auf den Raum der stiickweise konstanten Funktzonen beziiglich der Triangulierung
Th = {1} ,...N —1}. Die Totalvariation von u berechnet sich zu

Q
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die Totalvariation von u" berechnet sich mit Formel (2:313) hingegen zu

N—2N—2
TV (") = Wy = | ot [ — | P
=0 j5=0 ~ :71 - ;71
N-2 N—2
+ ‘U}Jl\f—lj-i-l - U?V—u‘ h+ Zlu?+1N—1 - U?N—lzh
=0 - g i=0 ~
N—2N—2
=2h? 1+2(N —1)h?

i=0 j=0
=2h*(N — 1)(N — 1) +2(h — h?)
=2(1 — h)(1 — h) + 2h — 2h?

=2 — 4h + 2h* + 2h — 21h*

=2 — 2h.

Insbesondere ist also

TV (u) = V2 # 2 = lim TV (u").

h—0

Totalvariationen der numerisch berechneten Lésungen

Wir wollen im Folgenden die zeitliche Entwicklung der Totalvariationen von nume-
rischen Losungen fiir einige Testprobleme angeben.

Zunéchst aber sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass die Totalva-
riation TV (u") einer Niherungslosung u”, die durch das Finite Volumen Verfahren
(BII0) und (BIII) fiir eine Triangulierung 7" definiert ist, im Allgemeinen nicht
gegen die Totalvariation der exakten Losung konvergiert, falls die Gitterfeinheit h
gegen 0 konvergiert. Dies wird schon durch Beispiel deutlich gemacht, denn
der Schluss, den man daraus ziehen kann, ist, dass im Allgemeinen nicht einmal
zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Totalvariation der numerischen Losung gegen die Totalva-
riation der Anfangsdaten konvergiert.

Trotzdem werden wir ein Beispiel sehen, in dem wir zumindest eine Konvergenz
der Totalvariation der numerischen Losung vermuten konnen. Andererseits werden
die Testprobleme zeigen, dass das numerische Verfahren im Allgemeinen keineswegs
TVD ist.

Weiter miissen wir feststellen, dass die Voraussetzungen, damit Abschéitzung (9.3.17))
gilt, in unseren Beispielen in keinem uns ersichtlichen Zusammenhang mit dem Ver-
halten der Totalvariation der numerischen Losung entlang von Vektorfeldern stehen.
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11 T T T T T T T

éphere(o) I
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V")

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zeit t

Abbildung 9.17: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” fiir Testproblem 4
auf den verschiedenen Gittern.

In Abbildung sehen wir die zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” fiir
Testproblem 4 aus Unterabschnitt auf den verschiedenen Gittern. Es hat den
Anschein, als ob die Kurven konvergieren, wenn die Gitter feiner werden. Dieses ist
jedoch das einzige Testproblem aus dem vorigen Unterabschnitt, bei dem wir eine
Konvergenz der Totalvariation vermuten konnen. Bei allen anderen Testproblemen
ist gar nicht oder nicht so deutlich auf eine Konvergenz zu schliefen (vgl. Abbil-
dungen @0.18 .19 und [@27]). Betrachtet man die EOCs fiir die verschiedenen
Testprobleme, dann fallt auf, dass diese nur bei Testproblem 4 sehr dicht an die
Eins herankommen (vgl. Tabelle [@.5]). Ein Zusammenhang liegt also nahe. Auch
eine TVD-Eigenschaft scheint in diesem speziellen Fall erfiillt zu sein, denn fiir alle
Gitter nimmt TV (u") monoton in der Zeit ab.

Nun wollen wir ein Testproblem betrachten, bei dem der Fluss f eine Scherung
verursacht. Dies war auch schon bei dem Fluss aus Beispiel der Fall. Betrach-
tet wird ein linearer Fluss, dem das Vektorfeld Vg zugrunde liegt.

Testproblem 6 Gesucht sei eine Losung des Anfangswertproblems

Owu + div, (2ruVp) =0 auf S* x RY,

u(-,0) = ug” auf S?,
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wobei Vi und u!' in Abschnitt definiert wurden.

Analog zu Beispiel wiirden wir auch hier erwarten, dass die Totalvariation
der exakten Losung im Verlauf der Zeit steigt. In Abbildung sehen wir, dass es
Zeitintervalle gibt, in denen die Totalvariation der numerischen Losungen ansteigt.
Daraus konnen wir folgern, dass im Allgemeinen keine TVD-Eigenschaft fiir das
Finite Volumen Verfahren aus Kapitel [§ vorliegt; auch nicht, wenn, wie in diesem
Falle, der Fluss f divergenzfrei ist.

Schliefslich mochten wir noch den Verlauf der Totalvariation der numerischen L&-
sung entlang eines Vektorfeldes, das die Voraussetzungen fiir Abschétzung (9.3.17))
erfillt, betrachten. Dazu wéhlen wir Testproblem 6 und betrachten die Total-
variation entlang des Vektorfeldes X = Vgy. Somit sind die Voraussetzungen fiir
(@311 erfiillt. Abbildung macht jedoch deutlich, dass die Totalvariation der
numerischen Losung entlang des Vektorfeldes Vg trotzdem ansteigen kann.

24 T T T T T T T T T
sphere(0) ——
sphere(1)

22 freena T . sphere(2) -------- 4

T T T e e ___sphere(3)
sphere(4) =~

20 sphere(5) ]
sphere(6) - - - -

18 B

= 16 ) T —
7 14 | \ i
12 | \\ o .
10 L \,,,\7\%\\7 ]
. —

8 | o

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Zeit t

Abbildung 9.18: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” fiir Testproblem 1
auf den verschiedenen Gittern.
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Abbildung 9.19: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” fiir Testproblem 2
auf den verschiedenen Gittern.
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Abbildung 9.20: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von " fiir Testproblem 3
auf den verschiedenen Gittern.
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Abbildung 9.21: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” fiir Testproblem 5
auf den verschiedenen Gittern.
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Abbildung 9.22: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von " fiir Testproblem 6
auf den verschiedenen Gittern.
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Abbildung 9.23: Zeitliche Entwicklung der Totalvariation von u” entlang des Vektorfel-
des X = Vp fiir Testproblem 6 auf den verschiedenen Gittern.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben uns in dieser Arbeit ausfiihrlich mit skalaren Erhaltungsgleichungen auf
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten beschéftigt. Dazu notwendig war eine
intensive Einfiihrung in die differentialgeometrischen Grundlagen.

Auf diesen Grundlagen und auf der Theorie iiber skalare Erhaltungsgleichungen
im R" aufbauend konnten wir einen Losungsbegriff, den der Entropielosung, entwi-
ckeln, der auch den Fall nicht divergenzfreier Fliisse miteinschlieft.

Es ist uns gelungen, die Existenz von Entropielésungen durch eine gleichméfige
Abschétzung der Totalvariation zu beweisen fiir den Fall, dass die Mannigfaltigkeit
zweidimensional ist. Beim Beweis einer solchen Abschidtzung durch Ben-Artzi und
LeFloch [BALQT] konnten bis heute nicht alle Zweifel an der Richtigkeit des Bewei-
ses beseitigt werden, was die Bedeutsamkeit unseres Ergebnisses unterstreicht. Auf
der Basis unserer Resultate kann die Totalvariation durch eine Konstante, die von
der Zeit abhéngt, abgeschétzt werden. Um sicher zu gehen, dass die Entropielésung
im Allgemeinen in der Tat keine TVD—Eigenschaf erfiillt, wurde ein Beispiel kon-
struiert und vorgestellt, bei dem sich die Totalvariation im zeitlichen Verlauf erhoht.
Das Beispiel macht deutlich, dass dieses Phénomen schon aus der Ortsabhéngigkeit
des Flusses und nicht etwa erst aus einer fehlenden Divergenzfreiheit oder etwa der
Geometrie der Mannigfaltigkeit hervorgerufen wird.

Ausgehend von dieser Tatsache haben wir die Ideen von Amorim et al. [ABALO5],
eine Totalvariation entlang von Vektorfeldern einzufithren und Abschétzungen dazu
herzuleiten, ausfiihrlich dargestellt.

Da die 2-Sphére ein wichtiger Spezialfall, nicht nur innerhalb unserer Theorie, son-
dern auch von geophysikalischen Anwendungen, ist, sind wir darauf genauer einge-
gangen und haben im Hinblick auf die Berechnung der experimentellen Konvergen-
zordnungen eine Klasse von Anfangswertproblemen entwickelt, die dquivalent zu

LTVD steht fiir Total Variation Diminishing, das heifit die Totalvariation wichst im zeitlichen
Verlauf nicht an.
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eindimensionalen Problemen mit periodischen Randdaten sind.

Um numerische Berechnungen durchzufiihren, haben wir das Finite Volumen Ver-
fahren und dessen Konvergenzbeweis von Amorim et al. [ABALOS| eingefiihrt und
detailliert dargestellt. Dazu wurde ein neuer Beweis der diskreten Entropieunglei-
chung geliefert, da dieser in der Literatur noch fehlte. Das Konzept von Lax-
Friedrichs- und Engquist-Osher-Fliissen wurde auf den vorliegenden Hintergrund
iibertragen und es wurde gezeigt, dass beide die Voraussetzung fiir die Konvergenz
des numerischen Verfahrens erfiillen.

Schliefslich konnten wir ein Finite Volumen Verfahren implementieren, bei dem wir
als numerische Fliisse sowohl den Lax-Friedrichs- als auch den Engquist-Osher-
Fluss verwendet haben, die wir zuvor als sinnvoll gerechtfertigt hatten. Durch die
Kenntnis von Testproblemen, die dquivalent zu eindimensionalen Gleichungen sind,
konnten wir Beispielrechnungen auf der 2-Sphére durchfithren und somit die experi-
mentellen Konvergenzordnungen des Verfahrens fiir einige Testprobleme bestimmen.
Da die Abschédtzung der Totalvariation von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit
ist, sind wir zum Schluss auf die Totalvariation der Naherungslosungen eingegan-
gen. Diese sind stiickweise konstant, deswegen wurde eine Formel zur Berechnung
der Totalvariation von stiickweise konstanten Funktionen hergeleitet. Bei der Erfor-
schung, wie sich die Projektion einer stetigen Funktion auf den Raum stiickweise
konstanter Funktionen beziiglich einer Triangulierung auf die Totalvariation aus-
wirkt, haben wir herausgefunden, dass diese, falls die Feinheit der Triangulierung
gegen Null geht, im Allgemeinen nicht gegen die Totalvariation der urspriinglichen
Funktion konvergiert. Dies wiirden wir blofs im Eindimensionalen so erwarten. Die
Interpretation dieser Erkenntnis ist, dass wir bisher keine gesicherten Aussagen iiber
den Zusammenhang zwischen der Totalvariation der numerischen Losung und der-
jenigen der exakten Losung treffen konnen, da die Anfangswerte des Finite Volumen
Verfahrens durch eine solche Projektion entstehen.

Als interessante Erweiterung fiir die Zukunft kommt der Beweis der Totalvariati-
onsabschatzung fiir mehr als zwei Dimensionen in Frage, denn bei Anwendungen
aus der Relativitatstheorie liegen gewohnlicherweise vierdimensionale Raumzeiten
Vor.

Eine andere Erweiterung kénnte darin bestehen, die Voraussetzungen an die Man-
nigfaltigkeit zu lockern. So konnte man zum Beispiel Mannigfaltigkeiten, die nicht
kompakt sind, oder solche mit Rand betrachten.

Da skalare Erhaltungsgleichungen nur ein Modellproblem sind, sollten stets Systeme
von Erhaltungsgleichungen im Blick behalten werden. Hierbei wird in der Forschung
ein starker Schwerpunkt auf die Flachwassergleichungen auf der Sphére gelegt, da
diese einerseits sehr nah an der geophysikalischen Anwendung liegen, andererseits
allgemeinere Betrachtungen von Systemen oft mit enormen Schwierigkeiten verbun-
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den sind.
Abschliefsend sei als Erweiterung die Betrachtung zeitabhéngiger Mannigfaltigkei-
ten genannt, moglicherweise mit einer Kopplung der zeitlichen Entwicklung der

Mannigfaltigkeit und der Erhaltungsgleichung.
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Anhang A

Hilfssatze

Lemma A.0.6 (diskretes Lemma von Gronwall). Seien {w,} und {a,}

nichtnegative Folgen in den reellen Zahlen mit wy < ag und

neNp n€Ng

n—1
Wy, Sanerij, n>1
§=0

fiir eine nichtnegative Konstante b € RS . Dann gilt fiir n € Ny

wy, < a, exp(nb).

Beweis: Fiir n € Ny definieren wir z,, sukzessive durch
Z0 = Qo,

n—1
Zn, ::an—i—bz,zj, n>1.
j=0

Damit gilt z, — 2,1 = a, — a,_1 + bz,_1 fiir n > 1 oder dquivalent dazu, mit
Mno1 = Qp — Qp_1, auch z, = N1 + (1 + b)z,_1. Wir zeigen mit vollstandiger
Induktion, dass folgende Ungleichung fiir alle n € Ny gilt:

Zn < (zo + Z_:n]) exp(nb). (A.0.1)

Als Induktionsanfang betrachten wir (A.0.1)) fir n = 0, d.h 2o < 2o, was trivialer-
weise erfiillt ist. Wenn wir als Induktionsvoraussetzung annehmen, dass (A.0.1)) fiir
alle n < N gilt, dann folgt daraus mit 0 < 1 < 1+ b < exp(b) < exp ((n+ 1)b),

175



176 HILFSSATZE

dass

i1 =1y + (14 0)zy
N-1

<nn+(1+0b) (zo + Z m) exp(NDb)
=0
N-1

< nnexp ((N +1)b) + exp(b) (zo + Z m) exp(Nb)

J=0
N-1

< nyexp (N +1)b) + <20 +> m) exp ((N +1)b)

= (2’0 + Zﬁj) exp (N +1)b).

Somit gilt (A.0.0]) fiir alle n € Ny. Nach Auflosen der Teleskopsumme Z;:Ol n; =
Z?;ol aj+1 — aj = a, — ao in (A1) und mit 2y = a, erhalten wir

Zn < (zo + i 77j> exp(nb) = a, exp(nb). (A.0.2)

J=0

Mit Induktion folgt sofort, dass w, < z, fiir alle n € Ny und deshalb folgt aus
(A.0.2) die Behauptung. O

Definition A.0.7 (Konvexititsmodul, konvexe Hiille). Sei U € C?*(R) kon-
vexr und set v = 25:1 a;v; eine Konverkombination von v € R, das heifit v; €

R, a; € [0, 1], 23:1 a; = 1. Das Konvezititsmodul o von U beziiglich der konvewen
Hiille

q
Co (v, ...,uy) == {Z bjv;
j=1

st definiert durch

q
b;€[0,1],5=1,...,q, ij:1}
j=1

a:=inf {U"(w) |w e Co(vi,...,v,}).

Lemma A.0.8. Sei U € C*(R) konvex und seiv = Y 1_, a;v; eine Konvexkombi-
nation von v € R. Dann gilt

q q
(6%
Uv) +5 D il =0l <D aU(y),
j=1 j=1

wobei o das Konvezititsmodul (vgl. Definition[A.0.7) bezeichnet.
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Beweis: Nach Taylorentwicklung finden wir fiir jedes j € {1,...,q} ein ¢ €
Co (vy,...,v,), so dass jeweils

]2
Uey) = UW) + (o~ 0)0') + 5= Loy,
Multiplikation mit a; und Summation iiber j = 1,..., ¢ liefert
q
Zaj (v;) Z U+ aj(; —v)U' (v +Zaj U”(g])
j=1 j=1
e >

. o q . q i 1
Wenn wir ausnutzen, dass v =3 7, a;u; und ) 5, a; = 1, erhalten wir

—l—Za] U” (&) Za] (v;).

Daraus folgt

q q
a
t3 Zaj|vj —o]? < ZajU(vj).
j=1 j=1

Lemma A.0.9 (Jensensche Ungleichung, [Jen06]). Fir eine konvexe Funkti-
on U € C°(R), positive \; mit Y N =1undz; €R firi=1,...,n git

U (ﬁ: )\Z-:Ui> < i)‘iU (x;) . (A.0.3)

Beweis: Wir beweisen die Behauptung mittels vollstandiger Induktion tiber n. Fiir
n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir n = 2 entspricht (A.0.3]) gerade der Definition einer
konvexen Funktion. Angenommen (Imb gelte fiir ein n > 2. Seien nun \; positiv
mit S0\ =1 und 2; € R fiiri = 1,...,n + 1. Wir setzen

)\::zn:)\i =1 und x::zn:%xl
i=1 i=1

Damit gilt

n+1

A4 A1 =1 und A+ A\1Tp = Z i
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Nach der Definition der Konvexitdt und der Induktionsvoraussetzung gilt
n+1
U (Z m) < NU(2) + A1 U (241
i=1

< )\Z XU(SCZ) + A1 U(2741)
=1

n+1



Anhang B

Diskretisierungsfehler

Beweis von Lemma B.3.3t Wir wollen zuerst (83.3]) herleiten. Sei dazu ¢ € [t,,, ty41]

und z € K. Dann ist

‘815(75(@7{) - %n‘ =

€OK

[at¢ ) — 2| (/t"+l/¢xtdve )t — /:nl/egb:ctdve

tn—1

tn—1

Nach Taylorentwicklung und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

L[t
= - oz, t+71) — ¢(x, t)dt
tn 2
-5 /tnl O 1) + 70w, 1) + - 0R(, 52(a,1)) — B, 1)
tn
= 0ol @) 4y [ Ol sale 1))
tn—1

mit t,—1 < s1(x) <t und t,—q1 < so(x,t) < tpyq fir z € K und t,-1 <t < t,.
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00(z. 1)~ (Z 1 (g1 - ¢2—1)>

-z 1y [am h- ( / ol vyt — [ ¢<x,t>dt>] due()
Za: pi%/ [am 7, ) — < ; ¢(m,t+r)—¢(w,t)dt>] dve ()

‘)

Somit
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ist

8t¢(f7£> - @n’ - Z |6| i [atcb(%f) - 8t¢(x751($))

ccor PK le

_%/n O p(, SQ(ZU,t))dt] dve(x)

el 1

1% [100(.0 - 060, (0) o)
eE@K
+ 57”@2@5’\Loo(Kx[tn,l,th])-

Mit Taylorentwicklung und Lemma erhalten wir
1
o 10160 = 209651 do o)
:ﬁ / 10.:6(7, 51(2)) + (E — 51(2)) P(T, 53(x)) — D(z, 51(2))] dve(z)

—| | /Hv at(bHLOO(KX tn 1tn+1})d (.T ZU) d'Ue( _'_27— H82¢HL°°(K>< [tn—1,tn+1])

<hgk
2
Sh’K ”vgat(b”LOO(KX[tnfl,tn+1}) + 2T Hat (b“Loo(KX[tn_l,tn+1]) ’

wobei t,_1 < s3(x) < t,.1. Insgesamt gilt somit

019(7,t) — Orpx ) < hg ||v98t¢||L°°(K><[tn_l,tn_H}) + 37 HaquHLoo(KX[tnﬂ,th]) ;
womit (B3.5]) bewiesen ist.

Um Gleichung (83.06) zu beweisen, berechnen wir mit dem Mittelwertsatz

tnt1 tn+1
= (b €T, 4 dvedt - / / (b xZ, t d’l}e/dt
Tle |/ / Z PK 7‘|e’|

e'cOK

oty - 3 oo, )

e'cOK Pk

< Y ot - otoento)].

e'cOK

wobei (Z.,t.) € e X [ty, tpr1] und (2o, ter) € € X [t,, tay1]. Analog zur Rechnung im
Beweis von (83.3) erhalten wir mit Taylorentwicklung und Lemma [ZT0.15] dass

¢ — o

< b (Vg0 oo (e xtmtmsa)) T T 10PN Lo (it tsa]) -
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Abschitzung ([83.7) folgt aus dem Mittelwertsatz und Lemma R T0.15

Ll d dvrrd
ngn| == ) £)dvprdt
i ol =2 [ g [ tin = i [ ot v

1 / " (@) —¢(xK,t)dt’

n
< hi (IVg@ll oo g

7tn+1]) ’

wobei x, € e und rx € K.

Abschétzung (83.8) erhalten wir aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

6571 — o] "o a-2 [ o)
P — —‘ / / xtdt——/ oz, t)dtdv
K |}(| (2} T J
//t"+1 :ct—i-T)
IKI t

tn+1
ST 0| oo dtd
B |K| /K/tn H tngL (KX [tn,tn+2]) Vg

< 0 e (st

o, t) ‘ dtdv,
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Anhang C

Der Datentrager

Der vorliegenden Diplomarbeit ist ein Datentrédger beigefiigt. Darauf ist die im
Rahmen dieser Diplomarbeit entstandene Software sowie ein Video enthalten.

C.1 Inhalt des Datentragers

Wir wollen nun den Inhalt des Datentragers angeben. Darauf befinden sich die
folgenden Ordner:

tarballs/ Enthalt alle Module, die zur Installation bendtigt werden. Die Installa-
tion wird im folgenden Abschnitt beschrieben.

macrogrids/ Enthélt ein Archiv, in dem die Macrogitterdateien der sphere(-)-
Gitter aus Unterabschnitt [Q.1.T] vorliegen. Sie sind nétig, um numerische L&-
sungen zu den Testprobleme aus Abschnitt zu berechnen.

Des Weiteren ist auf dem Datentrager die Datei config.opts zu finden, die Konfi-
gurationsparameter fiir die DUNE-Module enthélt. Die Datei TP4sphere6.avi ist
ein Video, auf dem die zeitliche Entwicklung der numerischen Losung fiir Testpro-
blem 4 auf sphere(6) zu sehen ist.

C.1.1 Versionsnummern und Quellen

Das Verzeichnis tarballs/ enthélt folgende Archive, die zum Ausfiithren des Pro-
gramms benotigt werden.

dune-common-1.3svn.tar.gz, DUNE-COMMON, v1.3 unstable (trunk), revision
5505 vom 14. April 2009,

dune-grid-1.3svn.tar.gz, DUNE-GRID, v1.3 unstable (trunk), revision 5059
vom 21. April 2009,
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dune-psg-0.3.tar.gz, DUNE-PSG, v0.3 unstable (trunk), revision 357 vom 19.
April 2009,

psg-0.3.tar.gz, psg, v0.3,
ParMetis-3.1.1.tar.gz, ParMetis, v3.1.1.

Die Module DUNE-COMMON und DUNE-GRID sind Kernmodule des DUNE-
Projekts, welches schon in Unterabschnitt beschrieben wurde.

Sowohl psg als auch DUNE-PSG wurden von Martin Nolte in der Abteilung fiir
angewandte Mathematik an der Albert-Ludwigs Universitit Freiburg entwickelt.
Das Programm ParMetis kann in der Version 3.1.1 von der Internetseite

http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/parmetis/download [

heruntergeladen werden.

C.2 Installation der Software

Entpacken Sie bitte die Archive im Verzeichnis tarballs/ des Datentriagers alle in
ein Verzeichnis auf Thre Festplatte. Dieses Verzeichnis bezeichnen wir im Folgenden
mit $DIR. Sie miissen also bei den folgenden Anweisungen stets $DIR durch das
Verzeichnis auf Threr Festplatte ersetzen, in das Sie die Archive entpackt haben.
Zunéchst ist es notwendig, dass die externe Software, das heilst ParMetis und psg,
installiert wird.

C.2.1 Installation von ParMetis und psg

Da ParMetis von psg benotigt wird, installieren Sie bitte zuerst ParMetis. Eine
Anleitung dazu finden Sie in der Datei $DIR/ParMetis-3.1.1/INSTALL. Danach
installieren Sie bitte psg. Wechseln Sie dazu in das Verzeichnis $DIR/psg-0.3 und
geben Sie die Befehle

> ./configure -with-parmetis=$DIR/ParMetis-3.1.1
> make

ein.

Der Download der hier verwendete Version fand am 5. November 2009 statt.


http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/parmetis/download
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C.2.2 Installation der DUNE-Module

Zur Konfiguration der DUNE-Module finden Sie auf dem Datentréger im Verzeich-
nis software die Datei config.opts. Kopieren Sie diese Datei in das Verzeichnis
$DIR. In der Datei config.opts miissen Sie noch an den zwei entsprechenden Stel-
len angeben, in welchen Verzeichnissen sich die externen Module ParMetis und psg
befinden. Haben Sie dies erledigt, so konnen Sie im Verzeichnis $DIR mit dem Aufruf

> ./dune-common-1.3svn/bin/dunecontrol --opts=config.opts all

die Konfiguration der DUNE-Module ausfithren lassen. Damit ist die Installation
abgeschlossen.

C.3 Losen der Testprobleme mit der Software

Um die Testberechnungen, die in Kapitel [@ gemacht wurden, von der mitgeliefer-
ten Software ausfiihren lassen zu kénnen, benotigen Sie, nachdem die Installation
geméfs Unterabschnitt erfolgreich abgeschlossen wurde, noch die Macrogitter-
Dateien fiir die Gitter sphere(0) bis sphere(6) (vgl. Unterabschnitt 0.1.1). Dazu
entpacken Sie bitte das Archiv macrogrids/macrogrids.tar.gz vom Datentrager
nach $DIR/fvsphere-0.1/.

Das eigentliche Programm, das die Berechnungen ausfiihrt, finden Sie im Ordner
$DIR/fvsphere-0.1/firstorder unter dem Dateinamen firstorder. Da die Pa-
rametereingaben des Programms nicht an die Bezeichnungen in dieser Diplomarbeit
angepasst sind, ist im Ordner $DIR/fvsphere-0.1/testproblems das Programm
testproblems zu finden, was die Bezeichnungen in dieser Diplomarbeit als Para-
meter annimmt und dann automatisch das Programm firstorder mit den ent-
sprechenden Parametern ausfiihrt. Dabei gibt der erste Parameter die Nummer
des Testproblems geméifs Abschnitt an und der zweite Parameter die Nummer
des sphere(-)-Gitters (vgl. dazu Unterabschnitt [0.1.1]), auf dem Sie rechnen lassen
wollen. Um Ordnung zu wahren, werden automatisch entsprechende Verzeichnisse
angelegt und die Ausgabe darin abgelegt.

Wollen Sie also zum Beispiel Testproblem 1 auf dem Gitter sphere(2) rechnen,
so lautet der Aufruf dazu im Verzeichnis $DIR/fvsphere-0.1/testproblems

> ./testproblems 1 2

Es werden die Verzeichnisse $DIR/fvsphere-0.1/testproblems/TP1/sphere2 er-
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stellt, in die auch die Ausgabedateien abgelegt werden. Diese konnen Sie dann mit
dem Programm Paraview auslesen und sich die Ergebnisse anzeigen lassen.

Mit einem optionalen dritten Parameter kdnnen Sie angeben, mit wie vielen paral-
lelen Prozessen Sie arbeiten mdchten. Falls kein dritter Parameter eingegeben wird,
so wird mit der jeweils maximalen, implementierten Anzahl gerechnet.
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