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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Modellierung physikalischer Phinomene durch Erhaltungsgleichungen treten hiufig zusétzlich
Quellterme auf. Ein Beispiel dafiir sind die Saint-Venant Gleichungen, die den Fluss in flachen Gewissern
beschreiben. In einer Raumdimension gilt fiir die Héhe des Wassers h (z,t) iiber dem Grund und die
Geschwindigkeit des Wassers u (x,t):

Oh+ 0, (hu) = 0,
(’“)t(hu)—&-am(huQ—i-ghQ)+th'(a:) = 0. (1.1)

Dabei beschreibt H den Grund des Gewissers und ¢ die (konstante) Gravitation.

In der Realitéit streben solche Systeme gegen ein Gleichgewicht. Motiviert durch die Saint-Venant Glei-
chungen betrachten Greenberg und Le Roux in [8] skalare Gleichungen, die der zweiten Gleichung des
Saint-Venant Systems (1.1) dhnlich sind. Sie konstruieren durch das Ldsen von Riemann-Problemen ein
Verfahren, das das Gleichgewicht der Differentialgleichung besser approximiert als Standard-Ansétze.
Diese Verfahren werden auch als balanciert (engl.: well-balanced) bezeichnet.

Botchorishvili, Perthame und Vasseur haben in [4] das Verfahren von Greenberg und Le Roux auf be-
liebige numerische Fliisse verallgemeinert und dann fiir den Fall des Engquist-Osher Flusses Konvergenz
gegen die Entropie-Losung gezeigt. Interessant ist, dass sie dabei nicht mit Funktionen beschrankter
Variation, sondern mit beliebigen beschréankten Funktionen arbeiten.

Beide Arbeiten beweisen die Konvergenz fiir das Anfangswertproblem. Da bei der Implementation nu-
mersicher Verfahren mit kleinen Zellen nur in beschréinkten Gebieten gerechnet werden kann, muss eine
Interaktion der Daten am Rand dieses Gebietes aufwendig vermieden werden. Daher ist es interessant,
das Anfangsrandwertproblem lésen zu konnen.

Ziel dieser Arbeit ist es, das Anfangsrandwertproblem fiir eine skalare Erhaltungsgleichung mit Quellterm
zu untersuchen. Dazu betrachten wir ein offenes, beschrinktes Intervall Q := ]z, z.[ C R. Zu T > 0 sei
Qp :=Q x]0,T[. Zu gegebenen Funktionen

ug € L2 (Q) und  wug,u,. € L™ (]0,T]). (1.2)

betrachten wir das folgende Problem:

Ou+ 0, f (u)+2 (z)bu) = 0 in Qf,
u(,0) = wy in Q, (13)
w(zy,-) = w auf ]0,T[, falls f'(u) >0, ’
u(xp,-) = wu, auf ]0,T[, falls f'(u) <O0.

Dabei sei die Flussfunktion f € C*! (R). Fiir den Quellterm fordern wir z € H%*° (Q) und b € C* (R).

In Kapitel 2 und Kapitel 3 soll es zundchst darum gehen, den Begriff der Entropielésung fiir dieses
Problem zu definieren und ihre Eindeutigkeit zu zeigen.
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In Kapitel 4 werden wir uns dann allgemein mit dem Engquist-Osher Verfahren beschiftigen, bevor wir
in Kapitel 5 das balancierte Verfahren aus [4] untersuchen wollen. In Kapitel 6 werden wir dann zeigen,
dass dieses Verfahren gegen die Entropielosung konvergiert.

Zuletzt werden wir in Kapitel 7 einige numerische Experimente machen, um die Stérken und Schwéchen
des Verfahrens kennenzulernen.



Kapitel 2
Die Entropielosung

Von der Methode der Charakteristiken ist bekannt, dass selbst bei beliebig glatten Anfangs- und Rand-
daten keine klassische Losung von (1.3) existieren muss. Daher sucht man nach schwachen Losungen von
(1.3), die folgendermaflen definiert sind:

Definition 2.1
Die Funktion uw € L% (Qr) heifit schwache Ldisung der Differentialgleichung in (1.3), falls fiir alle
(RS CSO (QT) qgilt:

T
/0 /Qu(x,t) Op (x,t) + f (u(z,t) Oup (z,t) — 2" (x) b(u(:,t)) ¢ (x,t) dedt = 0. (2.1)

Da die schwache Losung nicht eindeutig bestimmt ist (vgl. z.B. [9]), suchen wir diejenige schwache Losung,
die zu unseren Anfangs- und Randdaten durch die regularisierten Anfangsrandwertprobleme

" s
eu! in Qp,

<)
ue (,0) = wy in Q,
ue (x,-) = w  auf ]0,T7, (2.2)
Ue (Try) = w, auf 10,7

approximiert wird.

Aus der Theorie der Anfangswertprobleme fiir skalare Erhaltungsgleichungen ist bekannt, dass sich diese
Losung mit Hilfe von Entropiepaaren beschreiben lésst (vgl. [9]). Diese sind folgendermaflen definiert:

Definition 2.2 (Entropiepaar)
Sein € C? (R) konvex und g € C* (R). Dann heifit (n,q) Entropiepaar zu (1.3), falls gilt:

d=nf. (2.3)

Dabei wird n als Entropie und q als Entropiefluss bezeichnet.

Unter der Voraussetzung v € L (Qr) N BV (Qr) haben Bardos, Le Roux und Nedelec (siehe [3])
die Losung, die durch die regularisierten Anfangsrandwertprobleme approximiert wird, charakterisiert.
Eine Charakterisierung dieser Losung fiir das Anfangsrandwertproblem ohne Quellterm, die nur die
Voraussetzung u € L (Qr) bendtigt, wurde von Otto (siche [12]) mit Hilfe spezieller Entropiepaare,
sogenannter Rand-Entropiepaare,bewiesen.

Wir werden uns zunéchst beide Losungsbegriffe ansehen, um dann die Lésung von Otto auf das Problem
(1.3) zu erweitern.
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2.1 Der Losungsbegriff von Bardos, Le Roux und Nedelec

In der Arbeit von Bardos, Le Roux und Nedelec (vgl. [3]) wird das Anfangsrandwertproblem fiir skalare
Erhaltungsgleichungen in mehreren Raumdimensionen betrachtet. Daher sind die Ergebnisse fiir ein zu
(1.3) analoges Anfangsrandwertproblem in mehreren Raumdimensionen zu verstehen. Fiir ein C'-Gebiet
Q C R™ mit gegebenen Anfangsdaten ug € C? () und Randdaten upg € C? (9Q x ]0,T'[) lautet dieses
Problem:

Ou+divf (u) + B(xz,u) = 0 in Qx]0,7T7,
u(0) = u in Q, (2.4)
u(x,t) = wpo fiir (x,t) €00 x]0,T[, falls Vf(u) v <0,

wobei f € C?(R,R") und B € C? (Q x R) mit HauBHLoo(ﬁxR) < oo sind. v bezeichnet die duflere
Normale an 2.

Zunichst zeigen die Autoren (vgl. [3, Lemma 1]), dass eine Funktion v € BV (Q x]0,T[) eine Spur
yu € L* (0Q x ]0,T[) besitzt und dass fiir g € C* (R) fast iiberall in ]0, T gilt:

vlg ()] = g(yu).

Als néchstes wird gezeigt, dass eine Losung u € BV (Qr), die durch die regularisierten Anfangsrand-
wertprobleme approximiert wird, fiir fast alle (z,t) € 9 x ]0, T'[ folgende Eigenschaft besitzt:

min__sgn (yu —upe) (f (yu) = f (k) -v = 0. (2.5)

ke[yu,upn]

Als letztes zeigen Bardos, Le Roux und Nedelec, dass diese Losung durch die Annahme der Anfangsdaten
(im Sinne der Spur) und die Entropiebedingung

/OT/Q|u—k|atso+sgn<u— B) (f () — f

(
T
+ / sgn (k) (f (vu) — f (k) -veodedt > 0
0 o0

k)) Ve —sgn(u—k) B(z,u) pdrdt
(2.6)

eindeutig charakterisiert ist (vgl. [3, Theorem 5]).

2.2 Der Losungsbegriff von Otto

Die Arbeit von Otto ist in gekiirzter Fassung zu finden in [12]. Sie wurde umfassender in [11] wiederge-
geben.

Otto betrachtet in dieser Arbeit das Anfangsrandwertproblem (2.4) ohne Quellterm, d.h. mit B = 0. Zu
diesem Zweck fiihrt er Rand-Entropiepaare (H, Q) mit H € C? (IRQ) und Q € C! (RQ,R”) ein, die fiir
alle w € R folgende Bedingungen erfiillen:

o (H(,w),Q (-,w)) ist ein Entropiepaar,

o H(w,w)=0H (w,w)=Q (w,w)=0.

Nach Otto ist dann u € L (Q x ]0,T[) Entropielésung des Anfangsrandwertproblems (2.4) ohne Quell-
term, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Fiir alle p € C§° (2 x]0,T[), ¢ > 0 und alle Entropiepaare (7, ) gilt:

/ / ) O+ q(u)-Vodzdt > 0.
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e Fiir die Randdaten upn € L™ (9Q x ]0,T[) und alle 3 € L' (99 x ]0,T), 3 > 0 fast iiberall, und
alle Rand-Entropiepaare (H, Q) gilt:

T
esslim/ Qulz+sv(@),t),up0 (,1) v (@) B(x.t) dedt > 0.
s10 Jo  Joao

e Fiir die Anfangsdaten ug € L () gilt:
esslim/ |u(z,t) —uo (z)] dz = 0.
tl0 Jo

In der Arbeit von Otto wird dann gezeigt:

e Falls die Spur yu € L (02 x |0, T[) existiert, so stimmt die Entropieldsung mit der Losung von
Bardos, Le Roux und Nedelec iiberein (vgl. [11, Lemma 7.24]).

e Die Entropielosung ist eindeutig bestimmt (vgl. [11, Theorem 7.28]).

e Die Entropielésung wird durch die regularisierten Anfangsrandwertprobleme approximiert (vgl. [11,
Theorem 8.20]).

e Die Funktion u € L™ (€2 x ]0,T7) ist Losung des Anfangsrandwertproblemes (2.4) ohne Quellterm,
genau dann, wenn fiir alle Rand-Entropiepaare (H,Q), alle £ € R und alle ¢ € C§° (Q X [O,T[),
w >0, gilt:

T
/ /H(u,k)@tgo—i—Q(mk)-Vgodxdt
0o Ja

T
+/ H (up (2) ,k) ¢ (x,0) de + Lip (f)/ H (upq, k) pdxdt > 0,
Q [—C,C] 0o Joo

2.7)

wobei €' := maX{HuHLm(QT) etoll ey Huaﬂumawm)} ist (vgl. [11, Theorem 7.31]).

2.3 Die Entropiel6sung

In diesem Abschnitt kehren wir wieder zu unserem eindimensionalen Problem (1.3) zuriick, d.h. € sei
wieder ein beschrinktes, offenes Intervall.

Im Losungsbegriff von Bardos, Le Roux und Nedelec héngt die Randbedingung nicht von der Wahl des
Quellterms ab (vgl. (2.5) und (2.6)). Wenn wir also den Begriff der Entropielosung von Otto auf das
(eindimensionale) Anfangsrandwertproblem (1.3) erweitern wollen, so miissen wir nur den Quellterm
(multipliziert mit der Ableitung der Entropie) hinzufiigen.

Weiter fillt auf, dass in Formulierung (2.7) in die zweite Variable der Rand-Entropie und des Rand-
Entropieflusses die (beliebige) Konstante k eingesetzt wird. Wir definieren daher Rand-Entropiepaare
wie folgt:

Definition 2.3 (Rand-Entropiepaar)
Sei (n,q) ein Entropiepaar zu (1.8). Falls ein w € R existiert mit

so heifit (n,q) Rand-Entropiepaar zu (1.3).

Insbesondere gilt fiir Rand-Entropiepaare die Darstellung

06)= [7© 7 d vser (2.9)

w



6 KAPITEL 2. DIE ENTROPIELOSUNG

Hieraus kann man die Existenz beliebig vieler Rand-Entropiepaare ableiten, denn fiir w € R ist die
Funktion x — (x — w)2 konvex und sowohl Funktion als auch Ableitung verschwinden bei z = w. Mit
(2.9) existiert ein passender Entropiefluss, der bei = w verschwindet.

Ist (H, Q) ein Rand-Entropiepaar nach Otto, so ist fiir jedes w € R durch (H (-,w),Q (-, w)), ein Rand-
Entropiepaar gegeben. Ist umgekehrt (n,q) ein Rand-Entropiepaar mit n (w) = 7' (w) = ¢ (w) = 0, so
konnen wir ein Rand-Entropiepaar im Sinne von Otto definieren, indem wir fiir u,v € R

H(u,v) == n(u—(v-w)) uwd Q(uv) = q(u—(v-w))
setzen.
Nun passen wir Ottos Begriff der Entropielosung an unsere Gegebenheiten an und definieren:

Definition 2.4 (Entropielésung)
Seiu € L* (Qr) und sei C' = |[ul o (q,.- Dann heifit die Funktion u Entropieldsung von (1.3), falls fir

alle Rand-Entropiepaare (n,q) und alle ¢ € C§° (Q x [0,T]), ¢ > 0, gilt:

T
/O /Qn<u> Bup+ 4 () Bap — 1/ (u) #' (x) b(u) pdudt

+/n(uO(x))<P(w,0) dz + Lip (f)/ n(ur () @ (@r, 1) + 1 (w (1) @ (21,t) dt > 0.
Q [—C,C] 0

(2.10)

Bemerkung 2.5
Ist 2/ =0, so ist u € L (Q) genau dann Entropielésung von (1.3), wenn sie es auch im Sinne von Otto
wdre (vgl. (2.7)).

Wir werden nicht zeigen, dass die so definierte Entropielsung durch die regularisierten Anfangsrandwert-
probleme approximiert wird. Die Eindeutigkeit werden wir jedoch im Rahmen der Entropieprozesslésun-
gen zeigen.



Kapitel 3

Die Entropieprozesslosung

Das Konzept der Entropieprozesslosung geht zuriick auf Eymard, Gallouét und Herbin [7, Definition 1].
Wie die kinetische Losung, die Botchorishvili, Perthame und Vasseur in [4, Definition 2.1 und 2.2] ver-
wenden, wird die Losung in L™ (R x ]0,00[ x R) gesucht, d.h. die Losung hiéngt von einem weiteren
Parameter ab. Die Entropieprozesslosung ist jedoch sowohl optisch als auch fiir den Beweis ihrer Ein-
deutigkeit enger mit der Entropieldsung verwandt.

Auf dem Weg von Otto aufbauend hat Vovelle in [13] die Entropieprozesslosung fiir ein Anfangsrand-
wertproblem ohne Quellterm definiert und die Eindeutigkeit der Entropieprozesslosung gezeigt. In diesem
Kapitel soll es nun um die Erweiterung von Vovelles Definition und Eindeutigkeitsbeweis auf Anfangs-
randwertprobleme mit Quellterm gehen.

Nun definieren wir die Entropieprozesslésung analog zur Definition von Vovelle (vgl. [13, Definition 3])
fiir Anfangsrandwertprobleme mit Quellterm (vgl. auch (2.10)):

Definition 3.1 (Entropieprozesslosung)
Sei p € L™ (Qr x]0,1[) und sei C = ||:“||L°°(QTX]0,1[)' Dann heifit die Funktion p Entropieprozesslosung
von (1.3), falls fir alle Rand-Entropiepaare (1,q) und alle ¢ € CF° (ﬁ X [O,TD, p >0, gilt:

/// w(z,t, @) Op (x,t) dadxdt—i—/ // w(z,t,a)) Opp (x,t) dadr dt
Q Q

/ // p(x,t,a)) 2 (@) b(p(x,t,a)) ¢ (x,t) dodzdt

+/ n (uo (x)) ¢ (x,0) de+ Lip (f)/ n(ur (t) @ (e, t) +n(u (t)) ¢ (z,t) dt > 0.
Q [eXe) 0
(3.1)

Zunichst kénnen wir jede Entropielésung v € L (Qr) (vgl. (2.10)) zu einer Entropieprozesslosung
machen, indem wir

p(z,t,a) = u(z,t) V(zta)eQrx]0,1]
setzen. Umgekehrt ist jede Entropieprozesslosung p € L™ (Qr x |0, 1[) Entropieldsung, falls sie nicht von
ihrem dritten Argument abhéngt, d.h. falls

p(z,t,a) = p(x,t,B) fir fast alle (2,t,a,3) € Qp x 10, 1[%.

In diesem Kapitel wollen wir nun zeigen, dass die Entropieprozesslosung eindeutig ist und nicht von ih-
rem dritten Argument abhiingt. Insbesondere ist dann jede Entropieprozesslosung von (1.3) eine Entro-
pielosung von (1.3). Die Existenz einer Entropieprozesslosung werden wir an dieser Stelle nicht zeigen,
da sie sich aus der in Kapitel 6 bewiesenen Konvergenz eines numerischen Verfahrens gegen die Entro-
pieprozesslosung ergibt.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit ziehen wir uns auf Semi-Kruzkov-Entropiepaare zuriick, welche in
unserem Fall die Rolle der Kruzkov-Entropiepaare (im Falle des Anfangswertproblems) einnehmen.
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3.1 Semi-Kruzkov-Entropiepaare

Motiviert durch die Signumsfunktion kann man folgende Funktionen definieren:

1 s>0 _ 0 5>0
Sgn+(s):{0 s<o 8t (S):{l s<0

Es gilt: sgn (s) = sgn™ (s) +sgn™ (s).
Abkiirzend schreiben wir fiir s € R:

sT =sgnt(s) s und s~ =sgn~ (s) s. (3.2)
Damit ist st,5~ > 0 und es gilt:
|s|] = sgn(s)s = (sgnt(s)+sgn™(s)) s = st +s".
Nun verwenden wir sgn™, sgn~, um die Semi-Kruzkov-Entropiepaare (nlj7 q,‘:) und (77];, q;) zu definieren:

Definition 3.2 (Semi-Kruzkov-Entropiepaare)
Sei k € R. Die Paare (nz,q:) und (nk_,qk_) mit

W) = (=K. ) = st (s—k) (F(s)— 1 (k) .
M (s) = (s=k), g (s) = sgn” (s—k)(f(s)—[f(k))
heiflen Semi-Kruzkov-Entropiepaare.
Speziell notieren wir 7 (z) := sgn™ (v — k) und 7, (z) :=sgn~ (z — k).
Eigenschaft 3.3
Sei (n,q) ein Semi-Kruzkov-Entropiepaar. Dann gilt fir u € [—C, C]:
lg(w)| < Lip (f) n(u). (34)

[—C,C]

Beweis
Aufgrund der Stetigkeit der Ableitung ist f auf [—C,C] Lipschitz-stetig. Daher ldsst sich fiir £k € R
abschétzen:

|f (w) = f (k)| < Lip (f) |u—k|. (3.5)
[(-C.C]
Fiir u > k folgt daraus
£(f () = f(K) < |f (w) = f(K)| <Lip(f) (u—k).
Durch Multiplikation mit sgn™ (v — k) > 0 ergibt sich:
tsgn® (u— k) (f (u) — f (k) <sgn™ (u—k) Lip (f) (u—k). (3.6)

Diese Aussage ist fiir u < k trivial, da dann sgn™ (u — k) = 0 gilt.
Hieraus folgt die Aussage fiir ein Semi-Kruzkov-Entropiepaar (77:, q,j)

Analog lésst sich die Aussage fiir ein Semi-Kruzkov-Entropiepaar (n;, q,;) zeigen. .

Desweiteren notieren wir abkiirzend fiir a,b € R:

alNb
aVb

max{a,b},
min{a,b}.
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Daraus ergeben sich folgende Zusammenhénge, die sich leicht durch Fallunterscheidung nachpriifen las-
sen:

(a—b)% = (and)—b .

(a=b)" = b—(a\/b)} Va,b € R, (3.7)
sgn®(a—b) (f(a) = f (V) = flanb)—f())
sgn™ (a—b) (f (@) = f (b)) = f(b)—f(avb)} Vb e R (38)

Auflerdem werden wir folgende Funktion benutzen:
F(a,b) =sgn(a—>b) (f(a)— f (b)) Va,beR. (3.9
Damit erhalten wir folgende Identitét:

2 [sgn™ (a—bAc)(f(a)—f(bAc))+sgn (a—bVe) (f(a)—f(bVe))
ing(a,b)*F(b,c)JrF(a,c) * ]} Va,b,ce R, (3.10)

denn aus (3.8) erhalten wir fiir alle a, b, ¢ € R:

2 g’ (a0 00) (@) =00 s (a—5v) (£ (0) ~ £ (V)
2[fanbAhe)—fbAc)+f(bVe)—flaVbVe)
= 2[f(aAnbAc)—F(b,c)— f(aVbVe).

Bleibt also noch zu zeigen, dass
2[flanbAc)—f(avbVe)] = F(a,b)+ F(bc)+ F(a,c) Va,bceR

gilt. Da diese Aussage symmetrisch in a, b, c € R ist, geniigt es, sie fiir a < b < ¢ nachzurechnen.

Das folgende Lemma wird uns erméglichen, bei Aussagen iiber die Entropieprozesslosung Semi-Kruzkov-
Entropiepaare anstelle der glatten Entropiepaare zu verwenden:

Lemma 3.4
Sei p eine Entropieprozesslisung von (1.5) und sei C' = || l| oo (0,1 - Weiter seien die Semi-Kruzkov-

Entropiepaare (n;",q;) und (n;, ,q; ) wie in (3.3) definiert.
Dann gilt fir alle k € R und alle nichtnegativen Testfunktionen ¢ € C§° (ﬁ X [O,T[) :

/ // e (u (2, t,a)) Op (z,t) dadzdt—!—/ // @ (p(z,t, Q) Opp (z,t) dorda dt

- / / / A (@ t,)) 2 (2) b (2 t,0)) @ (1) dovde dt
0 QJo

T
+/77k+ (uo (x)) ¢ (x,0) dz + Lip (f)/ mt (ur (1) @ (@, t) + 158 (w (£) @ (z,t) dt >0
Q

[—c,C) 0
(3.11)
T 1 T 1
/O /Q/O N, (p(z,t, ) Opp (:c;t) dacfmdt+/o /Q/o q, (p(z,t, @) Oz (z,t) dadedt
_/ // e (1 (x,t,0)) 2" (2) b(p (2.t ) ¢ (2,t) dade dt
0 QJ0
+/ 771; (UO (x)) @(‘T,O) dx + Lip (f)/ nk ( r( )) (P(xr,t)—i—n]; (ul (t)) QO(SC[,t) dt > 0
Q EXeXe) 0
(3.12)

Beweis !
Das Polynom py 5 (z) := — 55 (2 — k)* + & (z— k)® hat folgende Eigenschaften:
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® prs (k) =phs(k)=0.
o prs(k+06)=73506und pjs5(k+06) =1
¢ p%,é (k)

= pps(k+d) = 0 und pys > 0 auf [k, k+J]. Sei némlich z € [k, k+J]. Dann ist
0< ITk < 1 und deshalb

6 (z—k\> 62—k 6x—k O6xz—k
Pg,a(f):—é( ) + < Z-3

5 5 o I R A
ne 77:,5
(k +6,6)
(k + 4, %6)
k k+6

Abbildung 3.1: Skizze der Funktionen n,j) s und 77,:'
Mit Hilfe von py, s definieren wir nun die Funktion
0 <k

Di,s () k<z<k+4 .
(x—k)—50 z2k+6

Nach obigen Uberlegungen ist 771?, s € C? (R) konvex. Mit

i@ = | s O (0 de

ist (77,‘: 5,qZ 5) ein Rand-Entropiepaar.

Ferner gilt fiir die Approximation n,': 5 an 77,:':

M5 () -y (33)’ <6 VxeR.

!

o |0t @) =it @)| =20 vaeR,
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Um den letzten Punkt einzusehen, stellen wir zunéchst fest:
sen (¢ — k) =sgnt (z—k) VEE k2],
Daraus folgt dann

g (@) = sen* (z — k) (f (2) — £ (K)) = /k “sent (€~ k) £ (€) de.

Also konnen wir abschitzen:

it (@) —af @) < /[k s’ (© —sen e[ 17 €)1 de
< I Mg (oo /[k,k+§] ‘77115/ (&) —sgn™ (€ — k)| d¢
< 0N N poo (hgran -

Fiir 6 — 0 konvergieren also punktweise n,:r s 77,':, 77,;" 5’ — ﬁzf und q,;" s q,:'. Wegen der Beschrianktheit
der Integranden kénnen wir den Satz iiber dominierte Konvergenz anwenden und erhalten

T 1
/ /Q/ s (1) Oep + a5 (1) Dutp — 15 (1) 2/ b (1) @ davda dt
0 0

T
+/ s (uo () ¢ (x,0) dz + Lip (f)/ Mies (e () @ (r, ) + 15 (i (8)) @ (w1,1) dt
Q [-C,C) 0

T 1
— )
- /0 /Q/o M () Bep + @i () D — 71 (1) 2" b (p) pdadadt

T
+/ me (uo (x)) ¢ (x,0) doz+ Lip (f)/ ne (ur (8) o (2, t) + 055 (w (1)) @ (w1,t) dt.
Q [—C,C] 0

Hieraus folgt (3.11).
Analoge Glittung von 7, ergibt die Aussage (3.12). .

3.2 Eindeutigkeit der Entropieprozesslosung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Entropieprozesslosung zu (1.3) eindeutig bestimmt ist.
Dabei werden wir weitgehend die Argumentation von Vovelle (vgl. [13]) auf das Anfangsrandwertproblem
mit Quellterm adaptieren.

Die Idee des folgenden Lemmas geht auf Otto zuriick, der eine analoge Aussage fiir skalare Erhaltungs-
gleichungen ohne Quellterm in mehreren Raumdimensionen bewiesen hat. Dieses Lemma kann man in
[11, Kapitel 2, Lemma 7.34] finden.

Lemma 3.5
Sei pn € L>® (Qr x ]0,1[) Entropieprozesslosung von (1.3). Dann gilt fir alle v € L* (]0,T[) und fir alle
BeL'(0,T[), 8>0 fi.

T 1
esstim [ [ sgn* (u(z,t,0) = 0 (0) (f (u(zt,0)) = £ (0(0)) B(0) dads
Tz Jo Jo r
> - Lp () (@) -0 50

[7C’C]

0
T 1
ess lim / / s (s (a0, 1,0) — v (1)) (f (1 (0, 0)) — f (v (1)) B () dovdt

zlag

T
< Lip (f) / (ur () — v (£) B (8) dt.
] 0

[¥eXe;

Insbesondere existieren die essentiellen Grenzwerte.
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Beweis
Sei w € Q fest und sei g € C§° (10, T[), 8 > 0, und ¢ € C§° (), ¢ > 0. Dann folgt mit Lemma 3.4:

Dies liefert:

/0 /Q/O e (1) B () ¥ (2) + ¢ () B(t) ¢ (x) = if () 2" (x) b () B(t) ¢ (x) devdw dt > 0.
t) dadtd’ (z) do

L[
< / / / ni (1) B (0) ¥ (@) — 15 (1) ' () b(u) B(t) ¥ () davdadt (3.13)
< c/¢

wobei die Konstante C von pu, 2/, b, 3, w, T abhingt.

Durch partielle Integration auf der rechten Seite und Lemma A.9 erhiilt man eine Nullmenge E’, sodass
die Abbildung

x»—>/ /qw )dadt—Cz (ze€) (3.14)

in 2\ E’ monoton fallend ist.

Andererseits existiert eine Nullmenge E”, die nur von g und w abhiingt, sodass fiir alle z € Q\ E”

T 1 T
/ /qw yaadt < [ [lab o] 50 dadt < af (0] oy gnry [ B0

ist, d.h. die Funktion (3.14) ist auf \ (E’ U E”) monoton und beschrénkt. Daher existiert
esslim/ / a ( ) dadt = hm / / at ( ) dacdt. (3.15)
wlar TeEluE//

Fiir ¢ € C§° (Ja;, 2,]) kénnen wir mit Lemma 3.4 analog zu (3.13) folgende Ungleichung ableiten:

T
// /qw 0 dadtd/ () de < C [ ¥ (@) de+ Lip <f>/ 0ty () B(6) dt ) ()
Q 0

Q [-C,C]

(3.16)
Durch Faltung mit einem nichtnegativen Glattungskern konnen wir zeigen, dass (3.16) auch fiir die
Testfunktion 1, (z) := * (z — (2, — €))", e > 0, gilt. Daher erhalten wir

,esIsTLiTm/ /qw ) dadt = 7161&)16L—e/ /qw ) dadt dx

(3.17)
Lip (/) / 0t (u (1)) B(2) dt.
[-C,C] 0

IN

Fiir 8 € L' (]0,T[), 3 > 0 f.i., konnen wir durch Faltung mit einem nichtnegativen Glittungskern eine
Folge (6,),en € C5° (10,T]), B, > 0, konstruieren mit 3, — £ in L* (]0, T[). Aus (3.17) kénnen wir nun
die Existenz von Nullmengen FE,, folgern, sodass gilt:

T
i / / G ) 0, 0 dodt < Lip (1) [ e () B 1)

Dann ist auch (J
g ():

nen En eine Nullmenge und mit n — oo erhalten wir aufgrund der Beschréinktheit von

T
ess lim / / (0 B0) dadt =~ Tip () /0 n (un (8) B(8) dt. (3.18)

zlx, [eXe;
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Fiir eine Elementarfunktion v € L*° (]0,T[), die nur endlich viele Werte w; € @ annimmt, d.h.
v = Zwi la,, ((Ai)izl,...,N paarweise disjunkt) ,

und eine Testfunktion 3 € L' (0, T[) setzen wir 3; := 14, 3. Nach Einsetzen von w; und 3; in (3.18) und
Summation iiber ¢ erhalten wir:

esslim/ / sen® (u(z,t,a) —v (1) (f (n(z,t,a)) — f(v(t) B(t) dadt

zTx,

>~ Lip () / (ur () = v (1)) B() dt.

[-C,C] 0

(3.19)

Da jede L'-Funktion v Grenzwert solcher Elementarfunktionen ist (und L (]0,T[) c L* (]0,T]) ist)
folgt (3.19) auch fiir v € L (]0,T7).

Fiir die Semi-Kruzkov-Entropiepaare (n;,,¢;, ) und die Grenzwerte z | z; gehen wir analog vor. .

Ebenfalls auf Otto geht das folgende Lemma zuriick, welches die Annahme der Anfangsdaten bei t = 0
zeigt. Man kann es in [11, Kapitel 2, Lemma 7.41] finden. In beiden Féllen wird allerdings der Quellterm
nicht betrachtet.

Lemma 3.6
Sei p € L (Qr x 10,1[) eine Entropieprozesslosung von (1.3). Dann gilt fiir alle 3 € L* (Q), 3 > 0 f.ii.:

1
esslim// | (z,t, @) — ug (z)] dadx = 0.
aJo

t10

Beweis
Wir gehen analog zu Lemma 3.5 vor. Sei zunéchst w € Q und § € C§° (). Durch Faltung mit einem
nichtnegativen Glattungskern zeigen wir, dass (3.11) und (3.12) auch fiir die Testfunktionen

@)= 1= 1] 10y (0 5@, >0,

gelten. Durch Addition der beiden resultierenden Ungleichungen erhalten wir:

/// (@ o) —wl B(x) + F (u (et ) w) (e~ 1) F ()
*Sgn(u(fv,t,a)*w)z(x)b(u(wta))(eft)ﬂ()dadde/\uO )—w| B(z)dz > o,

Durch Bildung des Limes Inferior ergibt sich dann:

esslimsup// (x,t,) —w| B (z) dadx < / lug (z) — w| B () du. (3.20)

tl0

Wie in Lemma 3.5 zeigen wir jetzt, dass aus (3.20) fiir alle v € L™ (Q) und alle 3 € L' (Q), 3 > 0 f.ii.,
folgt:

esslimsup// (x,t,a) —v| B(z) dadx < /|u0 ) —v| B(x) dx (3.21)

t10

Setzen wir jetzt in (3.21) die Funktion ug fiir v ein und wiihlen als Testfunktion 8 = 1, so erhalten wir
die Behauptung, weil der Integrand der linken Seite von (3.21) nichtnegativ ist. .

Folgendes Lemma ist das analoge Resultat zu [13, Lemma 4]:
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Lemma 3.7 .
Sei p € L™ (Qr x ]0,1[) Entropieprozesslosung von (1.3). Dann gilt fiir alle p € C§° (2 x ]0,T7[), ¢ > 0:

/// (2, t, o) — k| Oy (2,t) + F (u(2,t, ) k) 0o (2,1)

—sgn (u(z,t,a) — k) 2 (2) b(u(z,t,a)) ¢ (x,t) dodr dt
+essTlim/ / (x,t,a) ,uy () @ (z,t) dadt (3.22)
—esshm/ / F(p(z,t,a),u (t) ¢(z,t) dadt
/ F (uy (t), k) ¢ (2, )dt—i—/ F(u (t),k) ¢ (x,t)dt > 0,
0
wobei F' durch (3.9) gegeben sei.
Beweis
Zue > 0seiwe(z) =1-1 (z — (z, —€)". Sei p € C§° (|1, 2,] X ]0,T[), ¢ > 0, und k € R. Nach

Faltung mit einem nichtnegativen Glittungskern kénnen wir (x,t) — we (z) ¢ (x t) als Testfunktion in
(3.11) einsetzen und erhalten:

T 1
/Q/o /o ny (u(z,t,a)) we (z) Opp (z,t) + qf (1 (z,t, @) we () Opp (w,t) dadt dx
T 1
f// / i (u (2, t,a) 2/ (2) b(p (2.t a) we (2) ¢ (z,t) dadtde
aJo Jo

\Y
o

ZT, T 1 T
[ ] e e ot dadtde s ip (9) [ G 0) o) o o)

[—C,C]

Fiir € — 0 erhalten wir dann:

T
/Q/O /Omj(u(x,t,a)) O (,1) + qi (1 (2,1, ) Duip (3,t) dovdt da
T 1
_// /f],j(u(x,t,a)) 2 (2) b(p(z,t,0)) ¢ (z,t) dadtdz
aJo Jo
T 1
7esslim/0 /Oq,;"(u(x,t,a))go(x,t) dodt > 0,

Tz,

wobei wir ausgenutzt haben, dass nach Lemma 3.5 der essentielle Grenzwert existiert. Die analoge
Aussage bekommen wir fiir (nk_ , q,;) Durch Summation dieser beiden Aussagen erhalten wir dann fiir
¢ € C§° (Jay, ] x 10,T):

T 1
L[ [ ntetia) =k o @) + (.0 1) 00 (0.) dadida
QJO 0
T 1

_/Q/o /osg“(”ma)—k) 2 (@) b (2,t,0)) ¢ (1) dadtda (3.23)
_eiﬁiif“/ / p(z,t,a), k) ¢(z,t) dadt > 0.

Aus (3.10) und Lemma 3.5 folgt nun wegen der Stetigkeit von ¢:

eisélrm/ / (x,t,a) k) ¢ (x,t) dadt
[esshm/ / sen® (u(x,t,a) — (kAuy (1)) (f (1 (2, t,0) — f(kAu (1)) ¢ (x,t) dadt

zTx,
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+ess hm/ / sgn” (p(z,t,a) — (EVur (1)) (f (p(z,t,a) — f(kVu (1)) ¢(x,t) du dt]

Tz,

+/0 F (k,u, (t) ¢ (z,,1) dtfesshm/ / (z,t, ) ,u, (1)) ¢ (x,t) dadt

Tz,

> -2 [—LciPc] (f) UO (ur () — (k/\ur( )" ¢ (zr, )dt+/0 (ur (t)—(leur (1)) @ (zrt) dt}

zlx,

T
+/0 F (k,u, (t)) ¢ (2, 1) dt—ebshm/ / F(u(z,t,a),u. (t) ¢ (x,t) dadt.

Zu bemerken ist, dass Lemma 3.5 durch Summation der beiden Teilaussagen auch die Existenz des
hintersten essentiellen Grenzwertes liefert.

Wegen der Symmetrie von F' folgt dann aus (3.23) fiir ¢ € C§° (Jzy, ] x ]0,T):

// / | (z,t, ) — k| Owp (z,t) + F (p (2, t, ) , k) Opp (2,t) dadt dx

f/ / / sgn (p(z,t,a) — k) 2’ (2) b(u(z,t,a)) ¢ (x,t) dadtdr (3.24)
" 2 Jo
_/O F (uy (t) k) o (z,1) dt+eis£fn/ / (x,t, @), up (1) ¢ (2, t) dadt > 0.

Analog zeigen wir fiir p € C§° ([zy, z,[ x ]0,T):

// / | (x,t, ) — k| Opp (z,t) + F (p(x,t,0) , k) Oy (z,t) dadt dx

/ / / sgn (p(z,t,a) — k) 2’ (z) b(u(z, t,a)) ¢ (x,t) dadtdr (3.25)
T
+/0 F (u (t),k) o (x,t) dt—ebxblxllﬂl/ / (z,t,a),u; (1) p(x,t) dadt > 0.

Zu ¢ € C5° (2%]0,T[), ¢ > 0 kénnen wir nun zwei Funktionen ¢; € C§° ([z;,z,[ x ]0,T[) und ¢, €
C§° (Jzy, xr] x 10, T[) finden, sodass ¢ = ¢; + @,. Wihlt man in (3.25) nun ¢; und in (3.24) ¢, als
Testfunktion, so erhiilt man durch Addition der beiden Ungleichungen die Behauptung (3.22). .

Das folgende Lemma wird uns ermoglichen, die Eindeutigkeit der Entropieprozesslosung zu zeigen. Es
ist in analoger Form bei Vovelle (vgl. [13, Lemma 2]) zu finden.

Lemma 3.8
Seien p,v € L (Qr x ]0,1]) zwei Entropieprozesslosungen von (1.8) zu den Anfangsdaten ug € L™ (£2)
und den Randdaten u,u, € L™ (]0,T[). Dann gilt fiir alle ¢ € C5° (2 x]0,T[), ¢ > 0:

/// / @1, 0) — v (2,1, B)] Dup (2,8) + F (1 (1, 0) v (21, ) By (2,1)
0 QJ0 0

—sgn (u(z,t,a) —v(x,t,8)) 2" (x) (b(p(z,t,0)) —b(v(z,t,0))) ¢(x,t) d3dadxdt > O,
(3.26)
wobei F' durch (3.9) definiert ist.
Beweis

Der Beweis basiert auf der Kruzkovs Methode der Verdopplung der Variablen (vgl. [10]).

Sei ¢ € C§° (o, zr] x10,T)), ¥ > 0 und sei w € C§° (R?) ein nichtnegativer Glidttungskern mit
supp (w) € ]0,1[ X R und w, (z,t) := % w (£,%). Dann definieren wir fiir € > 0 Testfunktionen

ele

e (amt,fc,f) = (z,1) we (m—:ﬁ,t—f).
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Fiir hinreichend kleines € > 0 ist ¢, € C§° ((]xl, x| x 10, T[)Q). Desweiteren ist

¢c (@,t, 2, 1) =0 Vo eQ Vt,t€]0,T],

da z — x, <0 fiir alle z € Q und supp (w) C ]0,1].
In (3.22) setzen wir k = v (:E, t, d) und wéhlen ¢, (', 1, i) als Testfunktion. Nach Integration iiber Z, t, &

erhalten wir
/ / /// / ‘M T, t, o —V( 75,54)’8“)06(%7575;’{)

( (z,t,a), ( t, )) 8z<p6(ac7t,5c,ﬂ

—sgn (p (2,1, ) (z,t,a)) 2 (x (z,t,a)) pc (2,1, 2,1) dadade di dt dt (3.27)
—|—esshm / w(z,t,a), u (t) @e (zr,t,2,1) dadidtdt

//// (ur (t),v (%,8,d)) @c (xr,t,2,1) dadidtdt > 0.

Andererseits ist v selbst Entropieprozesslésung von (1.3), sodass v (3.11) und (3.12) erfiillt. Wir summie-
ren beide Ungleichungen, setzen k = p (z, ¢, @) und wihlen ¢, (z,t, -, -) als Testfunktion. Nach Integration
iiber x,t, @ erhalten wir dann

//////W ot e o2

(v (2.1,8), 1 (2,t,0)) dspe (2,t,7,7) (3.28)

—sgn (v (,t,a) — p(z,t,0)) 2/ () b(v(z,t,0)) ¢ (2,t,&,t) dadadedidtdt > 0.

Jetzt nutzen wir die Symmetrie von (z,y) — |z — y| und F, die Antisymmetrie von (z,y) — sgn (x — y)
und die Identitdten

at‘Pe (xat7:z"£) +8ﬁ06 (I‘,t,.i',{) = atw<x7t) We (t-ﬂ.’l}-i‘),

Oupe (2,1, 2,1) + Ozpe (2,8,3,1) = 0t (x,t) we (t —T, 2 — ),

um durch Summation von (3.27) und (3.28) folgende Ungleichung zu erhalten:

/ /'/ //"/nyta —v(2,1,6)| 0t (2,1) we (w — T, — 1)

F(p(zt,a),v(ita)) 00 (2,t) we (z — 2, —t)
— B (p(z,t,0),v (&,t,a)) 2 (2) ¥ (2,t) we (x — &, t — t) dadade dE dtdt (3.29)

Y

1
// F(v(&t,a) ur (t) ¢ (2, t) we (zp — &, — 1) dadi dt dt 0.
QJo

Dabei ist
B (u,v) = sgn(u—v) (b(u)—>b(v)) Vu,veR.

Fiir das letzte Integral konnen wir aus Lemma 3.5 folgern:

//// v (&,8,a) (1)) ¢ (@0, 1) we (v, — &t — 1) dadi dtdf
'*ewm//) (@ 8y (1) 0 () davd

xTx,
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Lésst man in (3.29) nun ¢ — 0 konvergieren, so erhilt man:

/// / | (x,t, ) — vz t,&)| Op (x,t) + F (p(z,t, @) v (z,t, &) Optp (,¢)
— B(p(x,t,a),v(z,t,&)) 2" (x) Y (z,t) dadadz dt

(3.30)
—|—esshm/ / (z,t,a) ,uy () ¥ (2, t) dadt
_eisTlmlrIn/ / (x,t, @), ur () ¥ (zr,t) dadt > 0.

Durch vertauschen der Rollen von g und v in (3.30) und Mittelung der beiden Ungleichungen erhélt man
schlieBlich:

T 1 1
////|,u(m,t,a)—u(x,t,6¢)|8tw(x,t)+F(u(x,t,a),u(x,t,6z))&Cw(x,t)
0 QJ0 0
— B(p(z,t,a),v(z,t,a) 2’ (z) ¢ (z,t) dadadzdt > 0.

(3.31)

Analog gehen wir fiir ¢ € C§° ([, z,.[ x |0, T[) vor. Mit demselben Argument wie in Lemma 3.7 schlieBen
wir dann auf ¢ € C5° (2 x ]0,T7). .

Der folgende Satz basiert auf dem vorhergehenden Lemma. Er ist ebenfalls in analoger Form zu finden bei
Vovelle (vgl. [13, Theorem 2]). Die Idee zur Behandlung des Quellterms findet man bei Bardos, Le Roux
und Nedelec (siehe [3, Theorem 5]).

Satz 3.9 (Eindeutigkeit der Entropieprozesslésung)
Seien p,v € L (Qr x]0,1[) zwei Entropieprozesslosungen von (1.8) zu den Anfangsdaten ug € L™ (£2)
und den Randdaten up,u, € L*> (]0,T]). Dann existiert ein uw € L (Qr), sodass

plz,t,a) = u(zt) = v(zt,B) fir fast alle (z,t,0,8) € Qr x10,1[%. (3.32)
Insbesondere ist die Entropieprozesslisung von (1.3) eindeutig bestimmit.

Beweis
Sei ¢ € C§° (10,T]), v > 0. In (3.26) wihlen wir nun (z,t) — ¢ (¢) als Testfunktion und erhalten

/OT//1/1|“ z,t,a) —v(z,t,B)| Oy (t) dBdadzdt
////Sgn (z,t,0) —v(z,t,8)) 2 () (3.33)

(b (n(2,t,0)) = b (v (2,1, 8))) ¥ (t) dBdadedt > O.

Abkiirzend setzen wir

11
// @ (z,t, ) — v (z,t,8)| dBdadx vVt e€]0,T].
aJo Jo

Damit erhalten wir aus (3.33):

T

T
_ / 90 01 dt < 17 ey ¥ oeqry / o) (1) dt.

Nach partieller Integration auf der rechten Seite konnen wir Lemma A.9 anwenden. Also existiert eine
Nullmenge E C (0,T), sodass

t
tros () = 1 ey 10y / 9(6) de
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monoton fallend auf (0,7) \ E ist.
Fiir t1,t2 €]0,T[\ F mit ¢; < t bekommen wir dann folgende Abschitzung:

to
g(t2) <g(t1) + Hz/”Lm(Q) Hb/”LOO(IR)/t g (&) d&. (3.34)
1
Mit dem Lemma von Gronwall (nach Approximation durch stetige Funktionen und eventueller Ausnahme
einer weiteren Nullmenge) folgern wir aus (3.34)
(t2—t1)

2 b’
Ity ) = v Gt o) < oGt ) =t ) asgoap) | [Py | L | P _
(3.35)

Aus Lemma 3.6 erhalten wir dann:

esslir?sup I (o te, ) — v (-t ')||L1(Q><]0,1[2)

t1
< esslimlp (ot ) = wollnioxionp +esplim v (4, ) — woll aaxpoany = 0

d.h. aus (3.35) folgt fiir fast alle to €]0,T7:
I Ctan) = v otz Moy < O

Folglich ist p (z,t, ) = v (x,t, 3) fiir fast alle (z,t) € Qr und fast alle o, 8 € ]0,1[, d.h. 1 und v héingen
fast iiberall nicht von ihrem dritten Argument ab. Mit

1
u (z,t) ::/ w(z,t, a) da
0
folgt dann (3.32). .

Damit haben wir sowohl die Eindeutigkeit der Entropieprozesslosung als auch der Entropielésung von
(1.3) gezeigt.



Kapitel 4

Das Engquist-Osher Verfahren

In diesem Kapitel betrachten wir in allgemeiner Form das Engquist-Osher Verfahren. Wir sind hier noch
nicht an der Losung einer speziellen Differentialgleichung interessiert, sondern wollen uns nur einige
allgemeine Eigenschaften des Verfahrens ansehen. Insbesondere soll es um die Herleitung einer Zellen-
tropieungleichung fiir jedes glatte Entropiepaar 7, ¢ gehen.

Der Engquist-Osher Fluss gg ist gegeben durch

gz (u,0) = /Ouf’+(£) e /Of (€) de+£(0) Vu,veR. (4.1)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass der Negativteil einer reellen Zahl s in (3.2) als
sT = sgn (s)s > 0

definiert wurde. In der Literatur hingegen wird bei der Definition des Engquist-Osher Flusses normaler-
weise s~ = min{s, 0} gesetzt (vgl. z.B. [4], [6] und [9]). Daher haben wir ein negatives Vorzeichen fiir
das zweite Integral in (4.1).

Fiir ein gleichméfiges Gitter mit Gitterweiten Az und At lisst sich das Engquist-Osher Verfahren wie
folgt formulieren:

At
Hg (u,v,w) =v — Ar (98 (v,w) — gg (u,v)) Vu,v,w € R. (4.2)

Sind u,v,w € K C R, wobei K ein kompaktes Intervall ist, so gilt:
[ [ 1@ <
0 0

/[ W@ < 1S e Ju =l

) e

9 (u, w) = g5 (v, w)]

[u,v]

IN

Analog sieht man, dass |gg (u,v) = g5 (u, w)| < || f'[| Lo (k) [v — w| gilt. Daher ist g lokal Lipschitz-stetig.
Also ist gg ein konsistenter, monotoner numerischer Fluss und fiir jedes kompakte Intervall K C R gilt:

Lip (9r) < Lip (f).
K K

4.1 Beschrianktheit des Engquist-Osher Verfahrens

Um das Engquist-Osher Verfahren zu untersuchen gehen wir analog zu [4] vor. Wir fithren eine weitere
Variable ein, indem wir fiir s € R definieren:

1 0<é<s

Xs(§) =9 -1 s<{<0 . (4.3)
0 sonst
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Die Funktion x, fiir s € R hat folgende Eigenschaften:

(a) Fitr € € R gilt: 0 < sgn (€) x (€) = xs ()] < 1.
(b) xs € L' (R) N L*= (R) und es gilt:

[rterde - /Rxs@dg .

(c) Fiir alle f € L} (R) gilt:

loc

[x©r©a - /Osf(ﬁ)df-

(@) /|xs<£>\df = sl

Ferner gilt fiir u, v, € R: max {xu (§), Xv (§)} = Xmax{u,0} (§) -
Nun kénnen wir das Engquist-Osher Verfahren (4.2) als Integral schreiben, indem wir fiir u,v,w,£ € R

R (1,0,0) (€)= 0 (€)= e (5750 0 € = 17 (O 3w (€ = 7 (0 xa © + 77 (9 %0 (©)) (49

setzen und (4.2) umschreiben:
Hg (u,v,w) = /hE (u,v,w) (&) d¢ Yu,v,w € R.

Wir werden nun zeigen, dass die integrale Form des Engquist-Osher Verfahrens nur Werte innerhalb der
konvexen Hiille ihrer Argumente produziert:

Lemma 4.1
Sei die Abbildung hg : R® — L' (R) definiert durch (4.4). Sei K = [~C,C] und seien u,v,w € K.
Ferner gelte die CFL-Bedingung

A
17 ) Fe <1 (45)
Dann ist fir € € R
hi (u7 v, w) (f) € conv {Xu (6) s Xo (&) s Xw (6)} . (4.6)

Desweiteren ist 0 < sgn (§) hg (u,v,w) (§) <1 V¢ e R.

Beweis
Durch umschreiben von (4.4) erhiilt man

he,00) (€ = (1= 55 17/ O1) 10O+ 527" O 0O+ 527 ) 0 6)

Unter der CFL-Bedingung (4.5) ist (1 — % |/ (€)]) = 0. Da FEfT >0und f/1 4 f17 = |fY ist, ist
damit (4.6) gezeigt.

Ferner folgt

sgn (§) hpg (u, v, w) (§) € conv {sgn (&) xu (§) sgn (§) xv (§) 580 (§) Xw (£)}-
Da 0 <sgn () xs (&) <1 fir alle s,£ € R ist, folgt 0 < sgn (§) hg (u,v,w) (§) <1V € R. .

Folgendes Korollar liefert dann die Beschriinktheit des Engquist-Osher Verfahrens.
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Korollar 4.2
Sei K = [—C,C| und seien u,v,w € K. Ferner gelte die CFL-Bedingung

At
1Nl oo (i) IR (4.7)

Dann gilt:
|HE (u,v,w)| < max {|ul, [v], [w]}. (4.8)

Beweis
Aus Lemma 4.1 folgt fiir £ € R:

he (u,0,w) (§) < max{xu (§),Xv (§) Xw (§)} < Xmax{uww} ()

Die Monotonie des Integrals liefert dann Hg (u, v, w) < max (u, v, w).

Analog sieht man, dass Hg (u, v, w) > min (u, v, w) ist. Beide Aussagen zusammen ergeben die Behaup-
tung. .

4.2 Die Zellentropieungleichung

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu jedem Entropiepaar (7, q) einen konsistenten numerischen Entropiefluss

G zu finden, sodass fiir C' > 0 und hinreichend kleines % die Zellentropieungleichung

n(Hg (u,v,w)) —n(v) + 2—; (G (v,w) -G (u,v)) < 0 Vu,v,we[-C,C] (4.9)

gilt.

Die Idee dieses Abschnittes entstammt der Arbeit von Botchorishvili, Perthame und Vasseur (vgl. [4,
Lemma 3.1]). Allerdings ist der numerische Entropiefluss dort nicht explizit angegeben.

Das folgende Lemma bildet die Grundlage unserer Untersuchungen:

Lemma 4.3 (Brenier, siehe [5])
Sei f € L' (R) mit 0 <sgn (&) f (&) <1VEE€R und sei h € C? (R) konvex und Lipschitz-stetig.

Dann gilt:
h (/f(ﬁ) dé) —h(0) < /h' (&) f (&) dE. (4.10)
Beweis

Da h konvex und Lipschitz-stetig ist, ist /” > 0 und ||h’|| , < oco. Daher existiert 0 < [h” () d€ < oo
und fiir alle s > 0 gilt:

/‘M%odgzwwr4ﬂvas2nmuwm.

—S

Mit s — oo folgt [ A" () d§ < oo, d.h. B € L' (R).

Der Beweis erfolgt nun in 3 Schritten:
(1) Zunéchst sei supp (f) C [0,m] fiir ein m > 0, d.h. 0 < f < 1. Folglich ist
Fs)= [ £ de
0

monoton wachsend. Da ferner F’ = f < 1 und supp (f) C [0, m] ist, gilt: F'(s) < min{F (m),s}.
Insbesondere ist F'(m) < m. Da h” > 0 ist, folgt:

m F(m) m
| rew@as [ e [ P e

F(m)
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Rechnet man das hintere Integral aus, so erhélt man

F(
F (m) I (F (m)) - /

€W (€) de < F () I (m) — /0 "R h () de.

Damit ldsst sich nun (4.10) zeigen:

h(/f(f)ds)h(m

Il
>=
e
—
3
S—
\
>
=
S~—
Il
S—
=
&)
=
™~
S~—
QA
~

= F(m) k' (F(m))— /OF(m)éh” () d¢

< P - [ U () de

- FOrEE- [ FEore

- [weree = ["nereae

0 0

(2) Sei nun supp (f) C [—m,m] fiir ein m > 0. Setze h (€) := h (€ — m) und

f(&=m) m <€

f(€)1={ flE-—m)+1 0<&<m .

0 £<0

Dann ist supp (f) c[0,2m], 0 < f <1 und f € L' (R). Ferner ist h € C?(R) konvex und
Lipschitz-stetig. Also lisst sich Schritt (1) auf f und h anwenden:

n([r©ac)-no

n( [ £e-mae) - o)
dt
(

[weio dé“—/omh’(ﬁ—m) ¢

/Om(f(f—m)ﬂ) d§+/:f(g_m) df—m)—h(O)
/

f(é‘)) R (0) + A (—m) — h(0)

/Omﬁ’@) (f(6—m)+1) de

+

/wﬁ'@)f(gfm) dﬁ/omﬁ'@) de
/mh’@—m)f(&—m) de = /m WE) £ () de.
0 —-m

(3) Sei jetzt f € L' (R) mit 0 < sgn (&) f(§) < 1VE € R. Setze fr := 1y, f. Dann ist | f| < |f]
und supp (f,) C [-n,n], dh. f, € L' (R), und f, () — f (z) fiir n — oo.

Da h' € L™ (R) (h Lipschitz-stetig), ist 2’ f € L' (R) und es gilt: |1/ f,| < |V f].

Mit Schritt (2) und dominierter Konvergenz erhalten wir dann:

n([r©dc)-no

<

p( [ Jm g© a) ~n©) = g ([ 1.0 de) - nio)

lim [ 1 (€) fa(€) de = / W(€) £ (&) de.

n—oo
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Dies ist gerade die Behauptung (4.10). .
Lemma 4.1 und Lemma 4.3 werden uns nun ermoglichen, einen numerischen Entropiefluss G zu finden,
der die Zellentropieungleichung (4.9) erfiillt:

Lemma 4.4
Es seien |u|,|v|,|w| < C € R, K :=[-C,C] und es gelte die CFL-Bedingung

At

1Nl oo (i) IR (4.11)

Fiir ein Entropiepaar (n,q) ist dann

G (u, ) :=/Ou77’(£) 7 de—/ovn%@ FT€) detq(0) VuueR

ein konsistenter numerischer Entropiefluss, sodass die Zellentropieungleichung (4.9) gilt.

Beweis

Man rechnet leicht nach, dass G ein konsistenter numerischer Entropiefluss ist.

Sei 77 € C? (R) eine konvexe, Lipschitz-stetige Funktion mit 7 (¢) = n (&) fiir |[¢] < C.

Sei b := h (u,v,w). Aus Lemma 4.1 und (4.11) folgt 0 < sgn (¢) h(£) < 1 V¢ € R. Mit Lemma 4.3 folgt

dann

ﬁ(/ﬁ(f) df)—ﬁ(O)s/ﬁ'(@fl(s) d.
Mit H := Hg (u, v, w) folgt daraus:

i(#) -0~ [7 {xv (© o (7 o v It xv)} a0 (412)

Desweiteren ist "
/ﬁ'(f)xu(é)d€=/0 7€) de = i (u) — 7 (0).
Mit u v
G (u,) = / 7€) £ de / 7 F ) +a(0) VuveR

folgt aus (4.12)

7 (H (,0,0) — 71 (0) + o (G 0w) — G u,0) <0

Wegen Korollar 4.2 ist |Hg (u,v,w)]|, |ul,|v|,|w| < C. Damit folgt (4.9). .
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Kapitel 5

Das balancierte Verfahren

In [4] wird ein auf Greenberg und Le Roux (vgl. [8]) zuriickgehendes Verfahren zur Losung des Anfangs-
wertproblems
Ou+ O f (u)+2 () b(u) = 0 in Rx]0,T]|

u(,0) = wy in R (5.1)

diskutiert, wobei hier z € H1*° (R) ist, und fiir den Engquist-Osher Fluss Konvergenz gegen die Entro-
pielosung gezeigt. Dieses Verfahren wollen wir in diesem Kapitel an das Anfangsrandwertproblem (1.3)
adaptieren, wobei wir uns ebenfalls auf den Engquist-Osher Fluss beschréinken werden. Desweiteren wer-
den wir in diesem Kapitel sehen, dass die numerische Losung zu (1.3), die wir aus diesem Verfahren
erhalten, beschrinkt bleibt.

5.1 Motivation des Verfahrens

In diesem Abschnitt betrachten wir klassische Losungen u des Anfangswertproblems (5.1), wobei hier
z € C' (R) sei.

Falls u € C* (R x ]0,T[) in t konstant ist, d.h. yu = 0 gilt, so erfiillt @ := u (-,t), t > 0 beliebig, die
folgende Differentialgleichung:

8uf (@ (2)) +2 () b@(z)) = 0 VzeR. (5.2)

Wir nennen eine Losung @ von (5.2) ein Gleichgewicht von (5.1). Umgekehrt wird durch u (x,t) := @ (x)
eine klassische Losung von (5.1) definiert, falls 7 ein Gleichgewicht ist.

Greenberg und Le Roux betrachten in [8] die Funktion

S 1)
D(s) = / dg. 5.3
0 = [ 4t (53)
In diesem Zusammenhang wird iiblicherweise gefordert, dass D € C* (R) streng monoton wachsend und
surjektiv ist (vgl. [8] oder [4]). Wir werden die etwas schirfere Voraussetzung
DeC'(R), D[R) = R, inf D' >0 (5.4)
annehmen.
Fiir ein Gleichgewicht @ von (5.1) mit b (u (z)) # 0 fiir fast alle € R ist (5.2) dquivalent zu
0 (D (@(x))+2z(x)) =0 fir fast alle z € R,

d.h. (5.2) ist dquivalent zu
D@+z(x)=ceR VzreR. (5.5)
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Die Voraussetzung b (u (z)) # 0 fiir fast alle 2 € R ist dabei wesentlich, wie das Beispiel der Burgers-
Hopf Gleichung

2
Dru + &% +2'(z) u=0 (5.6)

zeigt. u = 0 ist hier offensichtlich fiir jede Wahl von z ein Gleichgewicht, aber D (0) + z () ist nicht
notwendig konstant. Fiir ¢ € R ist ein weiteres Gleichgewicht von (5.6) gegeben durch

u(z)=c—z(zx) VzeR. (5.7)
Die Bedingung (5.5) ldsst sich auch im Diskreten formulieren, indem man

fordert. Wir nennen (%), ein diskretes Gleichgewicht von (5.1).

Nun soll das Verfahren diskrete Gleichgewichte (im Sinne von (5.8) erhalten, d.h. falls (ug)jez ein
diskretes Gleichgewicht ist, so soll u} = u? sein (fiir alle n € N). Ein solches Verfahren wird auch als
balanciert (engl.: well-balanced) bezeichnet (vgl. [8]).

Dazu definieren wir zu (u;);., diskrete Gleichgewichtszusténde (uj,—) ;. und (uj 1), durch folgende

Vorschrift:
D(uj—14)+25 = D(uj-—1)+2j-1

5.9
D(ujy1,-)+2z = D(ujpr) + 241 (5:9)

Die diskreten Gleichgewichtszustéinde sind wohldefiniert, da D als bijektiv angenommen ist (vgl. (5.4)).
Fiir ein diskretes Gleichgewicht (Ej)jez gilt offensichtlich w;_; 4+ = u; = Uj41,—, d.h. das durch

wi =i = = (9 (s ui o) = 9 (Wogs ) (5.10)

definierte Verfahren erhélt diskrete Gleichgewichte im Sinne von (5.8).

5.2 Diskretisierung

M

Sei Az > 0 mit % € N. Wir zerlegen Q = Ja;, z,[ gleichméBig in Zellen C; := }wj ,xJJr%[ mit
|Cj| = Az. Dazu sei jy € Z und x; := a; + (j — ji + 5) Awz. Sei J C Z so gewéhlt, dass @ = J..,; C; ist
und setze j, := maxJ.

Jj€E

Sei At > 0 mit Ny := L € N. Wir unterteilen das Intervall ]0, T[ in Intervalle |¢",t"+! [ mit " := n At.
Zu jeder Funktion ¢ € C° (IRQ) definieren wir die Zellwerte ¢} := ¢ (z;,t") und die diskrete Funktion

B(x,t) =g} te[t" " [,xeC; (5.11)

5.2.1 Diskretisierung von z

SchlieBlich miissen wir noch die Funktion z diskretisieren. Da wir die Zellwerte z;_; und z;, 41 bendtigen
werden und z € H1> () auf den entsprechenden Zellen nicht definiert ist, miissen wir z zuniichst
geeignet fortsetzen. Dazu werden wir folgendes Lemma ausnutzen:
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Lemma 5.1 -
Zu z € HY' (Q) ewistiert eine Funktion zZ € C° (Q), sodass z = Z fast iberall in Q.

Beweis B
Sei ¢ € C* (Q) Ferner sei

1
C::@/ﬂw(m) dx

der Mittelwert von ¢ auf . Da € kompakt ist, nimmt ¢ auf Q ein Minimum und ein Maximum an und
nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € 2 mit ¢ (§) = C.

Wir konnen also abschéitzen:

T , 1
Iw(x)l‘ /5 4 (5) ds+<p(§)'£||sﬁ||u(m+|m||</7||L1(Q)§C(Q) Il (5.12)

Sei nun (¢r),cn C C™ () eine Folge mit ¢ — z in H! (Q). Dann gilt nach (5.12):

ler = @llgo@y = sup ek — il < C(Q) ller = ¢ill ey — 0,
zEQ

da (¢r)zen Cauchyfolge in H! () ist. Also ist (¢x)zen Cauchyfolge in C? (€2) und es existiert ein
zeCY (ﬁ), sodass ¢ — Z in C° (ﬁ), da CY (ﬁ) vollstandig ist.
Es ist

I = eullisy = [ 15(2) = ou @] do < 19 sup 2 = u] = 0

d.h. ¢ — Z in L' (Q). Da insbesondere ¢, — z in L' (Q) konvergiert, folgt z = Z in L' (Q). Also ist
z =z fi. in Q. .

Da HY> (Q) ¢ H"' (Q) ist, existiert also eine auf Q stetige Version der Funktion z und wir kénnen o.E.
annehmen, dass z € C° (Q) ist. Daher konnen wir z auf R fortsetzen, indem wir

limz(§) z<ux

Eloy
Z(x):=1 z(x) ASEY
lim z T > T,
lim = (¢)
setzen. Offensichtlich ist [|Z[| k) = 2]l oo () Wnd [|Z']| oo () = |2l oo () - Wir werden daher ab jetzt

nicht mehr zwischen z und Z unterscheiden.

Nun diskretisieren wir z wie folgt:

Z]{ j< jl
%5 =9 Ag /c_,» z(x)de jelJ (5.13)
er j> jT'

und definieren die diskrete Funktion za, durch
Zng (2) =2 x€Cj.

Fiir die Approximation des diskreten Differenzenquotienten an 2z’ haben wir folgendes Resultat:

Lemma 5.2
Sei o € C§° () N CE (R). Dann gilt fir hy,h_ >0 mit hy +h_ = Ax:

/Q[ZA;L» (@+he) —zpa(@—h) (x)} o () dz

< Q Azx. 14
= < C(20.9) Ac (5.14)
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Beweis
Zunichst existiert ein offenes Intervall M = ]my, m,[ mit supp(¢) U Q C M. Durch die Wahl der
Fortsetzung von z und za, auf ganz R erhalten wir

/Q |:2Aw ($+h+)A—x2Am (@—h) (x)} o (2) da

— / {ZM (z+ h+)A— 2az (T —h_)
M T

da 2/ (z) =0 und za, (x + hy) — zaz (x —h_) =0 fiir z € R\ Q.

Durch partielle Integration erhalten wir

/M [zm (z + h+)A—;m (x—h) y (x)] o () da

= [ ane) PEHRDZREER ) o (o) ds

x
1t | pruthy
1 mr 1 my
+A$/Th_ ZAx (33) @(-T-Fh ) dx_M[nlh_ ZAx (a;‘) (p(g;+h_) dzx.

Wegen |22z oo (m) < 2]l oo (my und @ (mu) = ¢ (my) = 0 gilt etwa:

my+hi
[ @ e—h) do

™My

=< hi HZHLOC(]R) 1]l

Weiter haben wir
l2ae (&) - /\z )~ = (@) e < 5 //[ (O dCdt < Az || gy (5.15)
x,&]

und damit

[ an o) = s SO o] < (1) 1 e

Az
Wegen
et i) Sl o) < s el
erhalten wir schliefilich
[ |l e Emh) )] vy an] < e M1l 190+ 19 L)

+AT ||zl 19l

Dies ist gerade (5.14). .

5.2.2 Das Verfahren im beschriankten Gebiet

Zunéchst diskretisieren wir die Anfangs- und Randwerte durch ihre Zellmittelwerte:

tn+1 tn+1

1 1 1
0. O — = . 1
u; . /Cj uo (z) dz,  uj . /tn w (t) dt, wul ; /tn up () dt (5.16)
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Ferner definieren wir diskrete Funktionen uQ, € L> (Q) und uly ., u’x, € L* ([0, T]) wie folgt:

uOAm (LC) = UJO xecjvjejv
ul, (t) = ul te [t "t n < Ny, (5.17)
ul, (t) = ul te [t t"T| n < Np.

Fiir j € J konnen wir das explizite Verfahren (5.10) verwenden, um die Werte uj zu berechnen. Fir
j ¢ J verwenden wir einfach die Randwerte und setzen:

n o._ u? ] < jl
uj = { I BN (5.18)
Zu den so definierten Daten (u}}) ,en  definieren wir die approximative Losung ua, € L™ (R x [0,T])
0<n< N
durch ’
ung (z,t) =uj fir te [t”,t’”rl [,n < Np,ze€Cj,je (5.19)

5.3 Die diskreten Gleichgewichtszustéinde

Unter den Voraussetzungen (5.4) existiert die Umkehrabbildung D~!. Also gibt es eine eindeutig be-
stimmte Funktion v mit

D (v (v,§)) = D (v) +&. (5.20)

Mit Hilfe von v kénnen wir die diskreten Gleichgewichtszusténde w7, _, uj_; , wie folgt schreiben:

“;’LH,* =7 (U?H,sz - Zj) ;
u?—lr‘r =7 (u?—la - (Zj - Zj—l)) .

Dabei ist zu beachten, dass sich die diskreten Gleichgewichtszusténde nicht &ndern, wenn man anstelle
von z die Funktion Z := z + ¢, ¢ € R betrachtet. Dies ist eine wiinschenswerte Eigenschaft, da in der
Differentialgleichung z nur in Form seiner Ableitung vorkommt, sodass wir fiir Z anstelle von z dieselbe
Differentialgleichung erhalten wiirden.

Das folgende Lemma zeigt, dass « stetig differenzierbar von seinen Argumenten abhéngt. Es sei bemerkt,
dass sich fiir f € C? (R) die Regularitit auf C? (R) erhoht, indem man die ,,Quotientenregel“ anwendet.

Lemma 5.3
Unter den Voraussetzungen (5.4) ist die durch (5.20) definierte Abbildung v stetig differenzierbar.

Beweis
Seien v,&, h € R. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ¢} € ]y (v,£),v (v + h,&)[ mit
D () Tw+h§—v®E _ DOWw+h§)-DH@E)) _ Dw+h)+&— (D) +E)
h h - h - h

~ D(@w+h)—D(v)

= - .
Da D’ > 0 stetig ist, ergibt sich fiir A — 0:

_ D'
vy (v,€) = D (0.8)

Analog erhalten wir ein ¢7 € |y (v,£),7 (v, & + h)[ mit

vy YW, E+h) =y (0,8 D (E+h)-DH@E)) D@+ (E+h)—(Dw)+E
D' (¢y) ) = h = . =1.

Daraus ergibt sich fiir h — 0:
1

ey (v,€) = D (7 (0.6) .
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Betrachten wir nun den Gleichgewichtszustand u; 1 n#éher. Wir definieren eine stiickweise konstante
Funktion va, auf [z, 41], indem wir

U j S Oj
VAx =
Uj+ TE Cj+1

setzen. Dann existiert nach (5.9) ein ¢ € R, sodass gilt:
D (vag (%)) + 2zaz (z) = c.
Andererseits existiert aufgrund der Invertierbarkeit von D eine Funktion v € H* ([z, z;41]) mit
D(w(z))+z(x)=c (5.21)

Die Funktion v ist schwach differenzierbar, da D=1 € C* (R) ist (vgl. (5.4)) und z € H“* ([x;,x;41])
ist. Differenzieren wir (5.21) nach x und multiplizieren das Ergebnis mit b (v (x)), so erhalten wir unter
Verwendung von (5.3):

Opf ((x))+ 2 () b(v(z)) = 0 fiir fast alle z € [z;,2,41].

Wir hétten also zur Definition der diskreten Gleichgewichtszusténde auch die Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung
Ouf (v () +2 () b(v(z)) = 0

v(zg) =
benutzen kénnen und w; 4 = v (2j41) setzen kénnen. Analog hétten wir dann u; — = v (x;_1) gesetzt.
Diese Variante der diskreten Gleichgewichtszustinde ldsst sich auf beliebige Quellterme verallgemeinern,
solange man voraussetzt, dass (5.22) fiir alle Werte u; € R eine eindeutige Losung besitzt. Nach obigen
Uberlegungen ist dies der Fall, wenn ein D wie in (5.3) existiert, das (5.4) erfiillt.

(5.22)

5.4 Beschrianktheit der numerischen Lésung

Um eine schwachs*-konvergente Teilfolge auszuwéhlen, werden wir eine Abschéitzung der Form

sup |uf| < C, (5.23)
0<nAt<T
Jj€J
brauchen, wobei die Konstante C' unabhéngig von Az ist (vgl. Satz 6.1). In diesem Abschnitt soll es
daher um die Existenz einer solchen Konstanten gehen.

Das folgende Beispiel zeigt, dass eine solche Schranke nicht existieren muss, falls 0’| unbeschrinkt ist:

Beispiel 5.4
Betrachten wir das folgende Anfangswertproblem

Ou+ 0z f(u)—u® = 0 n[0,T] xR
u(0,) = 1 imR (5.24)
fiir ein e > 1. Da u(0,-) konstant ist, sieht man sofort, dass eine Losung der gewdhnlichen Differenti-
algleichung
v = v* inl0,T)
v(0) = 1

durch u(t,z) := v(t) eine klassiche Lisung von (5.24) induziert.
Fine Lisung von (5.25) ist

(5.25)
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denn

o= (1= (-1 1) @17 (< (a=1)= (1~ (a=1) ) =T = (wH)",

Aber v (t) wird beit = —L= singuldr, d.h. fir T > —= kann keine Abschitzung der Form (5.23) existieren.

Beispiel 5.4 zeigt, dass Forderungen an b notwendig sind, um eine Abschiitzung der Form (5.23) zu
erhalten. Daher sei vorausgesetzt, dass &’ € L> (R) und b (0) = 0 ist. Die Autoren von [8] und [4] ziechen
sich der Einfachheit halber auf den Fall b (u) = u zuriick.

Fiir den Engquist-Osher Fluss gp kann man sich an [4, Lemma 3.1] orientieren und folgende Abschétzung
beweisen:

Lemma 5.5
Die Funktion D aus (5.3) erfiille die Voraussetzungen (5.4). Sei b(0) = 0, [|t'[| gy < 00 und sei

M := max {||u0||Lw(Q) el e oz HuT.HLOO(]&TD}. Ferner sei

/ 2 121l ooy a o) 11|
CAr . N 27 ||b HLOO(]R) [ ||L°0(Q) A () Lo (R) Lo () 5.96
T ¢ o infg D' ‘ ’ (526)
K:%m = PC’%‘T,C%“?] und es gelte die CFL-Bedingung
At
Dann gilt fir n At <T':
sup [ul| < CR*. (5.28)
jeJ
Desweiteren gilt fir (n+1) At <T:
sup |u;-ll,+| < CH®, sup |u§-‘+1’7| < Cp®. (5.29)
eJ jedJ

Beweis
Seien u, v, w € R beliebig. Es gilt:

|gE((uv 'U) —9JE (uv U))‘ =

/O“f,+(8) ds_/ovf’(S) ds—/ouf/+(3) d8+/0wf'(s) ds

/ T a8 < /[w] )

< /[vﬁw]lf’(s)lds - /[v,w]w'(s)b(snds

ds

0)=0 / /

. /[ D) bl ds

< e gy max {Jo], ]} /[ D) ds
Aufgrund der Monotonie von D haben wir:

D' (s) ds =|D (v) — D (w)].

[v,w]
Mit Taylorentwicklung kann man abschétzen:

|D (u?q) =D (ulyy )| |z — 2| 12| oo (2
Byl | < R R P @, 5.30
ufy —uf, | < infg D’ infr D’ " Tinfgp DY (5.30)
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Insgesamt ergibt sich:

IN

|9E (U?’u;}'i‘L—) —9E (u?v“?+1)| Hb/||L°°(R) max{’uyﬁ-l»—’ ) |“?+1|} |D (U;'LH,—) -D (“?H)’

\ 12/l 20
19l sy <|uj+1| +Ar ) A e

IN

Analog kann man abschitzen:

n n n n n ||Z/HLOO Q
lgp((uf 1 uf) —gp (u)_y,u})] < ”bI”LOO(IR) <|uj1| + A»TWZ;,) Ax ”Z/HLOO(Q)'

Nun wollen wir durch Induktion tiber n € N mit n At < T zeigen:

!/
2n At ||b]] B HLOO(Q) 64nAt||b’||

L L0 (R) ||Z/||L°O(Q)' (531)
MIR

sup ’u”| <Me Lo (R) HZ,HLOC(Q) 4+ Az
g |
Hieraus folgt dann (5.28). Offensichtlich gilt (5.31) fiir die Anfangsdaten, d.h. fiir n = 0.

Gilt (5.31) fiir n € N, (n+1) At < T, so gilt mit (5.27), Lipga- (95) < Lipga= (f) und Korollar 4.2 fiir
alle j € J:

At
n+1 n n n n n
i ™ < ujAm(gE(uj’uj-&-l)gE(uj—qu))‘
|5 (0 ) = 0 (i) |+ S (o (6 20008) g (1 2.0)
< n n n b/ n A ||Z/||L°°(Q) At !
< maX{Uj_l,Uj,Uj+1} + || ||Loo(]R) ‘uj_l,_l‘ + xm ||Z HL"C(Q)
6 |u? |+Ax”Z/HL7°O(Q) At ||
L>=(R) j—1 infgr D’ L= (Q)
< sup [u | + 2 V]| e g sup|u?|+AxW AL (12| e
jeT jeT iR
< max fsup L o] (14280 ey 1] )
J
2
o A At 1Y 12172 ()
+2 Az At || oo () i D

Falls max {suijJ ‘u;’ Jul, [ul|} = ful, so ist

(B4l
n+1 n / / / (2)
[uj < Jup (1 +2At IV'[| oo () |2 ||Loo(9)> + 28z At V][ oo (g) iR D
< ||Ul||L°°(]0,T[) eQAtHb/HLoo(IR) ”Z/”L“(ﬂ) eMAt”b/HL“(JR) ”Z/”Lw(n)
>1
!
Az 12l o< (@) B 1 ey 3191y 1 1 e
infg D’
>1
/
< a2 A ey 1y 4 g PP 2@ 4 8t ]y 1

infg D’

Analog behandelt man den Fall max {Supjej |u?| |, [ul| b = fun].
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Fiir den Fall max {sup;c ; |u?|, [uf'|,[ul'|} = supc; |u}| nutzen wir die Induktionsannahme (5.31) aus
und erhalten:

ur ] < M A I e [y (1 + 20t 1]l oo () HZ/HL‘X’(Q))
121l Lo (@) am ane || 5 , /
+A$W€ Loy I Ree @) (1 + 24t IV[| oo gy [I2 ”LOO(Q))
12 Az At V]| Hzlniiw(m
L>®)  infg D’
< 22 e 17y 2381 ey 17 e
12/l oo ) anae ] 12| , )
12l L @) amat o] B ) ,
B AL g L Dol CTICH L PO L Py
>1
< a2 @DAY ] 127 oo
!
B P ey O v [ N 15
inf]R D’
/
< A ey 1 oy 4 g 2@ ) 80 ]y 1o
= infp D’
Damit ist (5.31) fiir n At < T gezeigt.
Die Abschitzungen in (5.29) folgen aus (5.30), (5.31) und (n+1) At < T. .

Es sei darauf hingewiesen, dass der zweite Term in (5.26), obwohl er in [4, Lemma 3.1] fehlt, notwendig
ist, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 5.6
Wir betrachten die Burgers-Hopf Gleichung (5.6), d.h. D (s) = s. Dann sind die Voraussetzungen (5.4)
erfillt. Zur Losung betrachten wir das Verfahren (5.10) mit dem Engquist-Osher Fluss gg. Wie in [4,

Lemma 3.1] sei

’
C 1= oy €T 17 lvem,

und es gelte die CFL-Bedingung

At ! < Az. .32
llsr‘lgglf (s)| < Az (5.32)

Desweiteren sei ug = 0. Dann ist C = 0 und die CFL-Bedingung (5.32) vereinfacht sich zu 0 < Az, d.h.
sie ist fir beliebiges At, Ax > 0 erfillt. Ferner ist u?- =0 VjeZ.

Seien At, Az > 0 fest gewdhlt und sei z € C* (R), z,2' € L* (Q), mit z (z) =1 fir |z| > 3 Az und

1Az
/ z(z) de =0.

1
sAx

Aus (5.9) folgt dann vl _ =1 und v’ , =1 und aus (5.10) folgt:

At At L L 1 At
uy = uh — Ax (95 (ug,u?,f) —YE (“g1,+7“8)) - Ar <_/0 5 ds—/o s+ds) REYES ¢

d.h. die Abschitzung v} < C fir n At <T, j € Z aus [4, Lemma 3.1] ist nicht erfiillt.
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Kapitel 6

Konvergenz des Verfahrens

In diesem Kapitel wollen wir uns der Konvergenz des Verfahrens (5.10) gegen die Entropielésung widmen.
Dabei werden wir den Weg iiber die Entropieprozesslosung wihlen, da wir den folgenden Satz, der auf
Eymard, Gallouét und Herbin zuriickgeht, benutzen wollen:

Satz 6.1 (Eymard, Gallouét, Herbin)

Sei (up)pen C L (R™ x]0,T[) eine beschrinkte Folge. Dann existiert eine Teilfolge (ukj)je]N, sodass
fir alle g € C (R) eine Funktion u, € L= (R™ x 10, T]) ewistiert mit g (ug) — ug in L= (J0,T[ x R™).
Ferner existiert eine Funktion p € L* (R™ x]0,T[ % ]0,1[), sodass fir alle g € C (R) und fast alle
(z,t) € R™ x )0, T gilt:

/0 g (p(z,t,a)) da =uy (z,t) .

Beweis
Siehe [7, Proposition 3]. .

Fiir die Konvergenzbetrachtungen werden wir uns (wie schon in Kapitel 3) verstirkt an Vovelles Ar-
beit [13] orientieren. Wihrend es bei der Betrachtung von Erhaltungsgleichungen ohne Quellterm kein
Problem ist, mit Semi-Kruzkov-Entropiepaaren zu arbeiten (vgl. [13]), miissen wir hier glatte Rand-
Entropiepaare (vgl. Definition 2.3) verwenden. Der Grund dafiir liegt in der Art der Konvergenz, die wir
aus Satz 6.1 erhalten. Hier darf die Folge von numerischen Losungen nur als Argument einer stetigen
Funktion auftauchen. Daher bendtigen wir eine stetige Ableitung der Entropie, die die Semi-Kruzkov-
Entropiepaare nicht besitzen.

Das folgende Lemma wird uns das Behandeln der Randterme ermoglichen. Fiir Semi-Kruzkov-Entropie-
paare ist es in [13, Lemma 9] zu finden.

Lemma 6.2
Sei (n,q) ein Rand-Entropiepaar, d.h. (1, q) ist ein Entropiepaar und es existiert einw € R mitn (w) =0,
7 (w) =0 und q (w) = 0. Ferner sei

G (u,v) —/Oun’@) 7 ds—/ovn’@) F7€) dEtq(0) VuweR

Dann ist u "
Gl = [ W@ ©@ds- [ w @ ©d vuver
Sind ferner u,v,w € [-C,C], C >0, so gilt:
~ Lip (f)n(0) £ Guwo) < Lip () nu). (6.1)

[-C,C] [—C,C]
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Beweis
Es ist
0 0 0 0
4(0) = / ¢ () dé = / 0 ©)F ) de= [ 0 (€ f (e de / 0 (€) £ (€) de
und damit u "
G (u,0) = / 0 (€) £ () de - / 7€) £7(€) de Yu,vER. (6.2)

Desweiteren ist fiir £ € [u, w]

13
sgn (u— w) 17 (€) = sgn (u — w) / 7" (¢) d¢ = sgn (u— w) sgn (€ — w) / W) dC>0.  (6.3)
[w,€]

w S———Jw,£] ~—~—
=sgn(u—w) >0
Mit /" > 0 folgt
/ 7O T = [ i) (© 17O 20

Andererseits ist wegen (6.3)

IN

L@@ < [ - © | o]

w

IN

||fIHL°C([7CJ,C])/ sgn (u —w) 1’ (§) d§

w,u)

Lip (f) / @ de "2 Lip (f)nu).

[-C,C] w [-C,C]

Analog sieht man, dass

Oé/vn’(é) P de< Lip (f) n().

w [-C.C]

Aus (6.2) folgt damit die Behauptung (6.1). .

Nun haben wir alles beisammen, um den Grenzwert einer Teilfolge aus Satz 6.1 als Entropieprozesslosung
zu identifizieren.

Lemma 6.3

Die Funktion D aus (5.3) erfiille die Voraussetzungen (5.4). Zu At, Ax > 0 mit ﬁ—; < A sei (u?) 0<n<Np
jeJ

die approzimative Lisung von (1.3) aus Verfahren (5.10) mit dem Engquist-Osher Fluss. Sei (1, q) ein
Rand-Entropiepaar und w € R mit n (w) = n' (w) = q (w) =0 (vgl. Definition 2.3). Weiter existiere eine
Konstante C' > |w| mit |uﬂ < C firjeJ, n<Npund |u?+1,_ , u}i_17+| <C firjed, n< Nr.
Ferner existiere ein konsistenter numerischer Entropiefluss G, sodass die Zellentropieungleichung

n (W) —n (uf) + 57 (G (W ufn ) = G (uf4uf) <0 (6.4)

gilt.
Dann gilt fir ¢ € C3 (R*) NC§° (2 % [0,T7]), ¢ > 0:

T
/0 / 0 (tae) Brp+ 4 (tas) Bep — 1) (uag) bluas) 2 () @dzdt

T
T / 0 (uo (2)) @ (,0) dz + Lip (f) / 0 (ur (0) @ (25,,8) + 1 (w (8) @ (@) &t > O(Az).
Q [-C,C] 0



Beweis
Der Beweis basiert auf Lemma 6.2 und dem Argument der Indexverschiebung.

Zunéchst gilt:

Nr—1 Np—1
> (™) () ¢ = = X ) (@ e ) wa(u)7) e —n () ¢
= A>T () @) — 0 () &+ Eny,
n=0
wobei
&g =0t Y 0 (uf) | (0w)] A Jr?](uj ) N1 (ud) (0 —
n=0

ist. Da ¢ € C3 (R?) ist und ¢ (z,T) = 0 Vz € Q gilt, haben wir fiir j € J:

T
7] = e - [ ek < ool
T—-At
0
-l = | awwod < atiosi..
—At
n n—1 " "
n_ 95 !
‘(amj—jm] = m|l ) Ao i) < ol

Wegen Ny At = T ist dann €, ;| < At [|7]] o (o0 (T ||8t2<p||oo +2 |0l ) -
Mit der Jensenschen Ungleichung (A.5) haben wir

0 (u5) :77<Alx/ouo($) dl’) Sﬁ/cﬁ(uo(x)) dx.

Zusammen mit (6.6) und der Nichtnegativitit von ¢ erhalten wir

Nr—1 Nr—1 1

ST (@it —n(up)) of = =At > n(u}) (9)] - Ax/cj 1 (ug (2)) d @) + & ;.

n=0 n=0
Fiir den Flussterm haben wir nach Lemma 6.2:

> (G (u ) = G (uj_y,uf)) @)

jeJ

x|

jeJ

—Z[

jeJ

w

/ L©) ) de - / e e df] o

w w

[ o @e-[Trere© df} o
Durch Umsummierung erhalten wir:

/ Ve £ de - / e e dg] o

w

37

(6.7)
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n

= —Z/ T ©) £ dE (¢ — )
jeEJYW

B / T©) £ deg + / () £ deg

Analog ergibt sich

S e ©a- [Trer© df] "
JZ;[ /w n /w " @

/ ' ( dé (f — )
w
uj,

+[Tw© @ deen - [T © 1@ de

j€J

<.

Insgesamt folgt also

> (G (ufufyy) = G (ufy,u})) @F

jeJ

- foZ/ £ de ( D)} +A:EZ/ f(6) de (0up)}

JjeJ JjEJ

- / O 1) degh + / ") £ el

n
Yirt1

+ / () £ () de gl — / 0 (E) f7€) dE @ + Eum

= foZ/ €) d¢ (0, ) + G (uf ,uf ) ©f — G (uf_,uf) & +Een

jeJ

mit

JjeJ
S / 6) de (( oy - P E _Afj‘l)
]G]
T @ (e - [ © 17 de (- ).

Unter Verwendung der Ungleichung (6.1) aus Lemma 6.2 erhalten wir schlielich

3 (6 (i) = G () 5
i€ (6.8)

> —Ax Y q(u}) (29)] —n(u} ) Lip () @) —n(uf_y) Lip (f) ¢} + Ean.
= exe] exe]

Da p € C? (]RZ) ist, gilt:

o —eial = | awea < av i,
n i — i n
(Qucp)j_Jijl — Ax/ / R (¢, t7) d¢de| < Az ||0Z¢]




39
Weil Az |J| = |Q| ist, ergibt sich
|Eom| <2A2C ||77/||L°°([70,C]) Hf/HLoo([fC,C]) (|Q| HQ%SOHOC + ||6ac<P||oo) :

Auch hier verwenden wir die Jensensche Ungleichung (A.5), um zu sehen, dass

IR

nd) < 5 [ )
IR

nd) < oz [ )

gilt. Wegen v _; = v’ und u} | ; = u;’ und der Nichtnegativitéit von ¢ bekommen wir aus (6.8) dann

2 (G (0 ufen) = G (uj_y, ) @5

jeJ

" .
> A Ya() 0.0 -~ Up () 5 [ ntw) e, (6.9)
JjeJ -
I .
- 0 g / 0 (ur (1)) dE @ + En .

Betrachten wir nun den Quellterm. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein (', €

[uffy 1, ultyy ], sodass gilt:
G (ufuly ) =G (uh,uly) = — /0 T £ de+ /0 e 1) de
= - [Tror© e
Uiy
= -1 ( J+1) e (QT'LH) (U?H,— - U?+1)~

Mit (5.9) und dem Mittelwertsatz erhalten wir ein 97, , € [uf, ), uf, | mit

it =2 =D (ujyy ) = D (ufy,) = D' (9741) (wfy, - —ujyy)

Wegen infr D’ > 0 ergibt sich dann

I (<n+1) Zj4+1 — Zj
G u ) =G (u"u? ) =—-Axy (¢ J J J
( 7 J+1, ) ( 9 J+l) ( ]+1) (19?—’-1) Ar

Durch Multiplikation mit ¢7 und Summation tiber j € J erhalten wir

n o, mn n o,mn n fli(c) j — Zj—-1 =n

jed jed
da Zj T Rj—1 = Zj41 — 25, = 0 ist.

Mit (5.30) sieht man, dass

12"l L 0
o = Gl = 03] < — | < D L
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ist. Da D’ € C' (R) ist mit infg D’ > 0, ist 2 stetig differenzierbar. Daher kénnen wir fiir z,y, 2 €
[-C, C] abschétzen:

11— 11— /
pond @) () / , 1
' (z) D' (y) - (2) D' () < n HLoc([—c,C]) 1 ||Loo([—c,c]) D ly — 2|
L= ([-C,C))
1
Wl ecien 1 m-cen | o2
Le=([-C.,C)) L=(-c.C) || pr Lo ([_C.C)
1
P T — o2
L= ([-C,C)) L=([-c.C) || pr Le(c.C))
< ¢ max{le -l ly - 2|}
Wir setzen also
f’_ (u}) A
= Azx )/ /( 7_1) J J J n
+,n n n n Pji—1
> (7 ) Bt ) By ) 2
'7 (un) 2 — 2 Qpﬂ_@ﬂ
A2 J J j—1 7] Jj—1
+$Z77 j D’(”) Az Az
jeJ
Ed [ 17| oo () 1 poe (=00
< A |00t T vl + Az 9 T 1 ey 19l
und erhalten
n . n n ,n - _A f/_(n) Zj —Rj—1 p
Z (G (uj,uj+177) — G(uj,ujJr1 P = — xZn J D’( n) Ao 07 + &4 (6.10)
jeJ jeJ U
Analog lasst sich zeigen, dass
n n f’+(u-) Z‘+1_Z‘ n
_Z(G(ujfl’Jr?uj)—G(] 1, U J -—szn j 5 ( 73) JA:E Lol + &, (6.11)
jeJ jeJ uj
ist mit £, < Az Q] C* Hmlln’f;(,m ol
Multiplikation von (6.4) mit Az ¢? und Summation iiber n < Nt und j € J liefert:
NT—l NT 1
0 > Az )y > () —n(u)) ¢f +At YD (G (uf,ufy) =G (ufyuf)) of
n=0 jeJ n=0 jeJ
Np—1
+At Z Z(G (uj’uﬁ-l —) G(uj,u]+1)) ¥j
n=0 jeJ
Nr—1
—AE YD (G (W uf) = G (ufy,uf)) o)
n=0 jeJ

Durch Einsetzen von (6.7), (6.9), (6.10) und (6.11) bekommen wir dann

NT 1 NT 1

0 > —AtAz Y > n(u}) (Gp)] —AtAz > > q(u
n=0 jeJ n=0 jeJ
Nr—1 1— (un) 2z — 21

a3 T ) Bl

n=0 jeJ
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gy fl+(j) i+l T 25 n
+AEAT YN o (u] o]

’LL") Az J
Np—1[ ngn+1 gnt1
[ nwoy = tp (03| [ n @y e+ [ n(ul<t>>dwz]
Nr—1 Nr—1 Np—1

jeJ [(-C.C] n=0
+Az Y &+ At Z Euin + At Z Epm + At Z Em

jeJ

n=0 jeJ

Wir setzen
Npr—1 Npr—1 Np—1

E=Ar) &+ At Z Exm + At Z Epn + At Z Eon

Jj€J
Mit Hilfe der obigen Abschétzungen ergibt smh

€ < XAz |9 Inll e —ccpy (T [107¢]] +2 1066ll)
+282 OT 10| e —c,cpy 1l -ccpy (191 1020]] . + 18:¢1l.0)

NN o)
+2Az Q] C D’ llell o
d.h. £ = O (Ax).
Wir haben also folgende Ungleichung gezeigt:
Nr—1 Nr—1
At Az Z Zn(uy) (Orp)j + At Az Z Zq ul!
Np—1 neoaes £ () flnjz) ZSJ
i) Zit1 — % i) Z—Z-1| o
—At Az nz;) ;777 [D’( n) Ax D (u?) Az J
Np—1 gn+t
+Z/ (uo ( dx+[Lé%] Z/ ) @i +n(u(t) ¢ dt > O(Az).

jeJ
(6.12)

Aus (6.12) leiten wir folgende Ungleichung ab:

/ / (uaz) (O:) Ay dxdt+/ / (uaz) (Ozp) Az, dxdt

T 1+ + ’—
f (UA:L’) ZAr T RAx f (UA:L’) ZAx — ZA
— ! z = — zdxdt
/0 /Q” (uac) [D’ (uas) Az D'(ua,) Aa | 7Y

+ / 0 (1o (2) Pae (2,0) da

T

+ Lip (f)/ 1 (ur (8)) pae (2),,1) + 1 (w (1) ac (z,t) dt > O(Az),
[-C,C] 0

wobei 21, (2) := z2a, (x + Ax) und 25, (z) == za, (v — Ax) ist.

Aufgrund der Beschrénktheit der numerischen Losung und der Stetigkeit von ¢, d,¢ und 0, haben wir:

/ / (uaz) atwdxdt—i—/ / (uaz) Oy dz dt

~ /OT /Q o (as) lf'* (uae) 25, — 280 ' (uas) 220 — 22

dx dt
D' (uny) A D'(upy) Az | 7%

T
+ / 0 (uo () @ (2,0) dz + Lip (f) / 0 (ur () @ (5 0) + 1 (i (8) @ (@) b > O(Aw).
Q [-C,C] 0
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Mit Lemma 5.2 kénnen wir nun, aufgrund der Beschrianktheit der numerischen Losung, folgern:

g / f/+ (U’AI) Z+m — Az f/i (qu) ZAx — Z_x

/0 /977 (UAQ:) [D/ (UA,[) 2 Az - D’ (qu) Az a pdzdt
Y Y Frae) oo fad) S N
— /0 /Qn (uaz) (D’(um) (2) D (uny) ( )) pdzdt+ O (Ax)

T
[ o s bwsn) # @) v+ 0 (20).
0 Q

Damit erhalten wir insgesamt:
T
[ nwse) 0o+ awss) e = o (use) bluss) # (0) pdads
o Ja

+ [ @) o @0y dot Lip (5) [ nlur 0) @l ) 40w @) et &t = O(80).
Q eXe) 0

Dies ist gerade (6.5). .

Um starke LP-Konvergenz zu erhalten, werden wir wie Vovelle in [13] vorgehen und folgende Aussage
verwenden:

Lemma 6.4
Sei Q@ C R™ beschrinkt und messbar und sei (vy), cy C L™ (Q) eine beschrinkte Folge. Weiter existiere
eine Funktion v € L* (), sodass fiir alle g € C (R) gilt:

g(vn) = g(v) in L= (). (6.13)
Dann konvergiert v, — v stark in LP (Q) fir alle 1 < p < co.

Beweis
Da € beschriinkt ist, ist L> () C L? () und L? () C L' (). Mit g (x) = z folgt aus (6.13):

vy = v in L?(Q).
Mit Hilfe von g (z) = 22 erhalten wir aulerdem

v2 S? in L7 (Q).

Da 1 € L? () ist, folgt insbesondere vnll2) = 1Vl p2(q) -

Daher koénnen wir nun folgern, dass v, — v in L? (Q), denn

2
/ v — v = / (v =200 +0%) = [onll20) — 2/ on ¥+ V]l 2(q)
Q Q Q
vEL?(Q)
— " ollz2@) = 2 Ivllp2) + 10l p2@) = O
Zum Beweis der LP-Konvergenz, 1 < p < oo, setzen wir C' := sup,ex [|[Unllp(q) + V] 1= (q) - Nach

Voraussetzung ist C' < co und wir erhalten mit Hilfe der Holder-Ungleichung;:
} N
/|’unfv|p </ |Unv|2) </ (lon = o) )
Q Q Q

1
< lon = vllpagq) CP7H QI
Damit ist die LP-Konvergenz auf die L2-Konvergenz zuriickgefiihrt. .

IN
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Nun bauen wir all diese Ergebnisse zusammen und bekommen folgenden Satz:

Satz 6.5
Die Funktion D aus (5.3) erfille die Voraussetzungen (5.4). Sei (uaz) gy~ €ine Folge von approvima-
tiven Léisungen von (1.8) aus Verfahren (5.10) mit dem Engquist-Osher Fluss und der CFL-Bedingung

At
Lp  (f) < <1, (6.14)
[~cae cpe Az
wobei CR* durch (5.26) gegeben ist.
Dann gibt es ein u € L™ (Qr), sodass
UAL A0 i LP (Qr) (6.15)

konvergiert und u ist die eindeutige Entropieldsung von (1.3).

Beweis
Fiir Az < § ist C2* < C3.. Die CFL-Bedingung (6.14) und Lemma 5.5 liefern uns dann fiir 0 < Az < §

HUAmHLoo(QT) < C%
Fiir die diskreten Gleichgewichtszustédnde erhalten wir aus Lemma 5.5 folgende Abschétzungen:

Y (war (541, ") , 28z (Tj41) — 280 (25))] < CF YnAt<T,
1y (uag (Tj-1,t") , —2az (27) — 222 (zj-1))] < C& VnAt<T.

Sei (n,q) ein Rand-Entropiepaar mit n (w) = 1’ (w) = ¢q(w) = 0. Mit der CFL-Bedingung (6.14) und
Lemma 4.4 existiert dann ein konsistenter numerischer Entropiefluss G, sodass die Zellentropieunglei-
chung (4.9) erfiillt ist.

Sei p € Cg° (2 x [0,T[), ¢ > 0. Dann existiert eine Fortsetzung ¢ € C§° (2 x [0,T[) N C3 (R?). Im
folgenden werde diese Fortsetzung ebenfalls mit ¢ bezeichnet.

Mit C := max {C%, |w|} sind dann alle Voraussetzungen von Lemma 6.3 erfiillt. Mit Hilfe dieses Lemmas
folgern wir fiir 0 < Az < § und fiir alle ¢ € C§° (2 x [0, T]) N C¢ (R?), ¢ > 0:

T
/0 /Q 0 (uns) O + 0 (uns) Do — 1 (une) blus) 2 (z) pdzdt

T
+/Q77(uo () ¢ (2,0) dz + [ LC{%] (f)/o n(ur (t) @ (), ) +n(w (t) ¢(z;,t)dt = O(Az).
7 (6.16)
Aus Satz 6.1 bekommen wir dann eine Folge (Axy), o C ]0,6] und ein g € L> (Qr x ]0,1[), sodass fiir
alle g € C' (R) gilt:
1
guan) > [ g(ula) da i 1% (@n), (6.17)
0
indem wir ua, auflerhalb von © durch 0 fortsetzen und bemerken, dass 1g € L™ (R) ist, d.h. dass
1o € L' (R x]0,TY) ist fiir alle ¢ € L' (R x ]0,T7).

Da n,q,7" b € C(R) und 0,0, 0,¢,2" ¢ € L' (Qr) sind, folgt aus (6.16) und (6.17) mit k — oo folgende
Ungleichung:

L[ [ 0o+t o=/ (0 00) # @) g dadode
0 QJo

T
T / 0 (uo (2)) @ (,0) dz + Lip (f) / 0 (ur (1) @ (25 0) + 1 (1)) @ (@t) dE > 0.
Q [-C,C] 0
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Diese Ungleichung besagt aber gerade, dass 1 Entropieprozesslosung von (1.3) ist. Nach Satz 3.9 existiert
dann ein u € L (Qr), sodass fiir jede Entropieprozesslosung v von (1.3) gilt:

wl(z,t,a) = w(x,t) = v(z,t,«a) fir fast alle (x,t,a) € Qr x]0,1]. (6.18)

Insbesondere ist also u die eindeutig bestimmte Entropielésung von (1.3).

Gibt es nun eine Folge (Azg),cn C 0,6], die keine schwach+ gegen u konvergente Teilfolge besitzt, so
besitzt sie nach Satz 6.1 eine Teilfolge und ein v € L* (Qr x ]0,1[), die (6.17) (fiir v statt u) erfillt.
Nach obigen Uberlegungen ist dann v Entropieprozesslosung von (1.3). Dies ist aber ein Widerspruch zu
(6.18). Also konvergiert ua, schwachx gegen u (fiir Az — 0).

Weiter folgt aus (6.18) und Lemma 6.4, dass (uaz) a4 fiir Az — 0 stark in LP (Qr) gegen u konvergiert.
Damit ist (6.15) gezeigt. .

Insbesondere haben wir damit gezeigt, dass es unter unseren Voraussetzungen eine eindeutige Entro-
pielosung von (1.3) gibt.



Kapitel 7

Numerische Experimente

Jetzt wollen wir das Verfahren (5.10) testen. Dazu betrachten wir die Burgers-Hopf Gleichung (5.6) auf
dem Intervall Q =]0,4[, d.h. es ist f(s) = < und b(s) = s. Der Einfachheit halber wéhlen wir sowohl

2
ug, als auch w;, u, konstant. Fiir die Wahl von z orientieren wir uns an [4] und wéhlen

5 7

Zunichst ergibt sich fiir die durch (5.3) definierte Funktion D:
°¢
D(s):/ gdﬁzs Vs € R. (7.2)
0

Offensichtlich ist D € C* (R) streng monoton wachsend und surjektiv. Es gilt infg D’ = 1 > 0, d.h. D
erfiillt die Voraussetzungen (5.4).

Auch der Engquist-Osher Fluss gg ist in diesem Fall besonders einfach:

gE (u,v) = /s+ds—/ sTds = sgn+(u)/ sds—sgn_(v)/ sds
0 50 0 0 (7.3)

1}2

= sgnt (u) % —sgn” (v) 5
Fiir die Konstante C2® aus (5.26) erhalten wir

CR% = M *T + Az elT,
wobei M = max { [[uoll < 1l o, « Nl e o, 3t

Die Funktion z diskretisieren wir mit Hilfe der Simpson-Regel:
- [ o~ ) o).
%= A Cjza: z ~ 2Ty z(x;) +z (w01 )). .

7.1 Vergleich mit dem Standard-Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir das Verfahren (5.10) mit der Standard-Diskretisierung fiir das Engquist-
Osher Verfahren,

uj"H =uj — As (g (uj 7“j+1) —g (uj_l,uj)) - Atz; uy VC; CQ, (7.5)
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1r 4
0.5 | - Balanciertes Verfahren B
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Abbildung 7.1: Vergleich des balancierten Verfahrens mit dem Standard-Verfahren zu Anfangs-
daten im Gleichgewicht bei t = 3

vergleichen. Dabei berechnen wir die Approximation z; wie folgt:

z; = Alm/c]z,(x) dr = ﬁ(z(a:ﬁr%)—z(xj_%)). (7.6)

Analog zu Lemma 5.5 kénnen wir fiir (n 4+ 1) At < T abschétzen:

IN

|u?+1| sup |uf| + At HZ’HLW(Q) sup |u}| = (1 + At HZ,HLOO(Q)) sup |uj |

e(n"rl)AtHZ/”LOO(Sl) < MeT”z/”L"Q(”) < Cp”.

< M
Dies legt nahe, dass die Abschétzung in Lemma 5.5 nicht optimal ist. Um bessere Vergleichbarkeit zu
erhalten, werden wir einfach die schlechtere der beiden Abschitzungen verwenden.

Nun wollen wir zwei Beispiele auf Qp = ]0,4[ x ]0, 3] fiir die durch (7.1) definierte Funktion z betrach-
ten, in denen man die Vorziige des balancierten Verfahrens sehen kann. Als erstes wihlen wir fiir die
Anfangsdaten ein Gleichgewicht: Sei ug (x) = 2 — z (x), w; = 2 und u,- = 2. Dann ist die Entropielosung
gegeben durch

u(z,t) = wo(z) Vte(0,3). (7.7)

Die numerischen Losungen des Standard-Verfahrens (7.5) und des balancierten Verfahrens (5.10) bei
einer Gitterweite Az = 0,1, d.h. bei einer Ortsdiskretisierung von 40 Zellen, sowie der exakten Losung
(7.7), sind zum Zeitpunkt ¢ = 3 in Abbildung 7.1 dargestellt.

Die Grafik zeigt, dass das Ergebnis des Standard-Verfahrens, obwohl die Anfangsdaten ein Gleichgewicht
sind, deutlich von der exakten Losung (7.7) abweicht. Das Ergebnis des balancierten Verfahrens weicht
hingegen nur um einen Diskretisierungsfehler von der exakten Losung ab. Man kann sich leicht ausmalen,
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dass dieser Effekt deutlicher wiirde, wenn man das Gebiet nach rechts erweitern und auf einem grofieren
Zeitintervall rechnen wiirde.

Die folgenden Tabellen stellen zu gegebener Gitterweite die Rechenzeit, den L'-Fehler im Vergleich zur
exakten Losung (7.7) und den L'-Fehler zur Projektion der exakten Losung auf stiickweise konstante
Elemente dar:

Ax At L'-Fehler | L'-Fehler bzgl. der Projektion | CPU-Zeit
1071 [ 5,7-107% | 5,02-1072 0 1,25s
1072 | 3,5-107% | 5,00-1073 0 8,845
1072 | 7,3-1077 | 5,00-10~* 0| 817,47s
10~* 81078 | 5,00-107° 0 —

Werte fiir das balancierte Verfahren (5.10)

Ax At L'-Fehler | L'-Fehler bzgl. der Projektion | CPU-Zeit
10T [ 5,7-107% ] 1,50- 1071 1,41-1071T 1,20 s
1072 | 3,5-1076 | 1,51 -1072 1,43 -1072 7,46 s
1073 {7,3-1007 | 1,51-1073 1,43-1073 | 714,52s
1074 8-1078 | 1,51-107* 1,43 -107% —

Werte fiir das Standard-Verfahren (7.5)

Es sei angemerkt, dass die lineare Konvergenz des L!-Fehlers beim balancierten Verfahren aus der linea-
ren Konvergenz der Approximation za, gegen z folgt und nichts iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
des Verfahrens aussagt. Desweiteren wurde auch der L!-Fehler durch Projektion der Funktionen auf
stiickweise Konstante Elemente mit einer Gitterweite von 10~° berechnet.

Als zweites betrachten wir die Anfangsdaten uy = 1 und die Randdaten u; = 2, u,, = 1. In diesem Fall
ist die Schock-Geschwindigkeit am linken Rand gerade s = % = g Ohne Quellterm wiirde dieser
Schock bei t = 3 gerade bei x = 4, 5 sein, sodass er bei ¢ = 3 das Intervall (0,4) verlassen haben sollte. Wir
betrachten wieder das balancierte Verfahren (5.10) und das Standard-Verfahren (7.5) bei einer Gitterweite
von Az = 0, 1. Als Referenz fiir den Vergleich verwenden wir das Ergebnis des Standard-Verfahrens bei
einer Gitterweite von 10~%. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.2, Abbildung 7.3 und Abbildung 7.4 fiir die
Zeitpunkte t = 0,25, t = 0,75 und t = 2,75 dargestellt. Die Grafik bei ¢t = 0.25 (Abbildung 7.2) ldsst
schon erahnen, dass das balancierte Verfahren im Mittel ndher an der Referenzlosung liegt. Bei t = 0.75
(Abbildung 7.2) wird der Unterschied dann recht deutlich. Der Schock bei ¢ = 3.5, der vom Quellterm
verursacht wird, und die folgende Verdiinndungswelle werden vom balancierten Verfahren (5.10) sehr viel
besser approximiert, als vom Standard-Verfahren (7.5). Bei t = 2.75 (Abbildung 7.2) sieht man dann,
dass die Losung gegen das Gleichgewicht strebt, welches wie zuvor vom Standard-Verfahren schlecht
approximiert wird.

7.2 Das Gleichgewicht 7 =0

Wie in Abschnitt 5.1 bereits erwdhnt, ist @ : z — 0 fiir jede Wahl von z ein Gleichgewicht der Burgers-
Hopf Gleichung (5.6). Durch @ : ¢ — —z (z) ist ein weiteres Gleichgewicht gegeben (vgl. (5.7)). Das
Verfahren (5.10) ist nun so konstruiert, dass es das Gleichgewicht 7 anzustreben versucht (bei der Wahl
der diskreten Gleichgewichtszustinde haben wir das Gleichgewicht @ aufler Acht gelassen).

In diesem Abschnitt betrachten wir daher das Anfangsrandwertproblem (1.3) auf Qr =]0,4[ x ]0, 3[ mit
ug = 0 und u; = u, = 0. Das im vorigen Abschnitt betrachtete Standard-Verfahren (7.5) wiirde hier fiir
jede Wahl von Az die Entropieldsung u = 0 liefern. Das balancierte Verfahren (5.10) hingegen verwendet
die diskreten Gleichgewichtszusténde, um das Gleichgewicht U besser zu approximieren. Das Ergebnis ist
zum Zeitpunkt ¢ = 2,5 ist in Abbildung 7.5 dargestellt. Folgende Tabelle zeigt die Rechenzeit und den
L'-Fehler bei t = 2,5 fiir dieses Szenario:
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Abbildung 7.2: Vergleich des balancierten Verfahrens mit dem Standard-Verfahren bei t = 0, 25
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Abbildung 7.3: Vergleich des balancierten Verfahrens mit dem Standard-Verfahren beit = 0,75
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Abbildung 7.4: Vergleich des balancierten Verfahrens mit dem Standard-Verfahren beit = 2,75

Ax At | L'-Fehler |CPU-Zeit

1007 [6,14-107% | 4,388-10° 1 1,855
1072 | 6,14-107% | 3,164-10"! 15,68 s
1073 | 6,14-107% | 2,678-10"2 | 155,895
1074 | 6,14-107% | 8,421 -10~* | 1856,74s

Das balancierte Verfahren liefert offenbar selbst bei 4000 Zellen (Az = 0.001) noch kein zufriedenstel-

lendes Ergebnis.

Um dieses Problem zu vermeiden, kénnte man bei der Berechnung von uj

n+1

falls |ug| < [|2[| poo ) A

fiir ein k € {j — 1, 4,7 + 1}, auf das Standard-Verfahren (7.5) zuriickschalten. Im allgemeinen wird diese
Bedingung allerdings von b beeinflusst, da b auch mehrere Nullstellen besitzen darf. Dann wiirden weitere

Gleichgewichte existieren, fiir die (5.5) nicht erfiillt ist.
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Abbildung 7.5: Das balancierte Verfahren mit ug =0 und u; = u,, =0 bei t = 2,5



Anhang A

Grundlagen

A.1 Der essentielle Grenzwert

Sei f eine messbare Funktion und sei (¢,),,c eine Nullfolge. Die Folgen

esssup f und (ess inf f )
Ben (.]Co) nEN BG" (TO) neN

sind monoton und beschrinkt (durch essinf f bzw. esssup f), also konvergent. Desweiteren hingt der
Grenzwert nicht von der Wahl der Folge ab, denn ist (0,,),,c eine weitere Nullfolge, so ist auch (,)
definiert durch

neN?

Y2n = €n und Y2n+1 = 671,7
eine Nullfolge. Also existiert der Grenzwert v := lim,,_. ., esssup B, (x0) f. Da aber jede Teilfolge gegen

denselben Grenzwert konvergieren muss, folgt

lim esssup =y = lim esssup.
"7 Be,, (wo) 17799 Bs,, (wo0)

Dies gilt analog fiir das essentielle Infimum. Wir kénnen daher definieren:

Definition A.1 (Essentieller Grenzwert)
Sei f eine messbare Funktion und (e,),c eine Nullfolge. Dann heifien

esslimsup f (z) := lim esssup f,
r—x0 n—oo Be,, (z0)
essliminf f (z) := lim essinf f
T—T0 n—00 B‘n (IO)

der essentielle Limes Superior und der essentielle Limes Inferior von f an der Stelle x.
Falls essliminf, .., f (z) = esslimsup,_ ., f () gilt, so wird der Wert

esslim f (z) := esslimsup f (x)

T—xT( T—T0
als essentieller Grenzwert von f an der Stelle x bezeichnet.

Lemma A.2
Sei f eine messbare Funktion. Der essentielle Grenzwert esslim, ., f (z) existiert genau dann, wenn es
eine Nullmenge E gibt, sodass limngo f () existiert. In diesem Fall gilt:

esslim f (z) = lim f(x).
T—xo ”zégﬂ
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Beweis
;&= Existiere esslimg ., f (x). Sei (E}"), o eine Folge von Nullmengen mit

sup f (m—e) inf sup f =esssup f.

B%(Eo)\E;’{L |N|:OB%(10)\N B}T(fﬁo)

Analog sei (F)"),, oy eine Folge von Nullmengen mit

inf £ sup  inf  f = essinf f.

By (w0)\Fy" IN|=0 B1(@)\N" B (o)

1
n

Definiere durch abzihlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge

E::(U UE,T)U(U UF;”)

neN meN neN meN
Nun gilt:
esssup f < sup f < sup f (m=c0) esssup f.
B1 (x0) B1 (z0)\E B1 (zo)\E} B1 (zo)
Im Grenzwert n — oo ergibt sich:
esslimsup f () = lim esssupf = lim sup f = limsupf(x).
T—T0 n—0o0 B1 (Zo) n—0oo B1 (mO)\E zx—gm;o

Fiihrt man die gleiche Uberlegung fiir den Limes Inferior durch, so ergibt sich die Behauptung.

,,= Existiere eine Nullmenge F, sodass limm—éa};o f (z) existiert. Dann gilt:

esslimsup f () = lim esssupf < lim sup f = limsupf(z) = lim f(z).
T—x0 N0 B (wo) OB 1 (zo)\E R ot B
Zusammen mit analoger Abschitzung fiir den Limes Inferior ergibt sich die Behauptung. .

Lemma A.3
Sei f € L™ (]0,6[), 0 > 0 und (en),,cp C 10,0[ eine Nullfolge. Dann gilt:

(a) lim sup 1 /En f(z) dx < esslimsup f ().
n Jo

n—oo € z]0

n—oo €,

1 [
(b) liminf —/ f(z) dx > esslifr&inff (z).
0 T

(¢) Falls esslimy o f (z) existiert, so gilt:

1 [
lim —/ f(x) de =esslim f (z).
n—oo €, Jo 20
Beweis
(a) Fiir fast alle z € ]0, ¢,[ gilt:

f(x) <esssup f.
]ann[

Multiplikation mit ei und Integration iiber ]0, €, [ ergibt:
1 €

— f(x) dr < esssup f.
€n Jo 10,en]
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Bildet man nun den Limes Inferior fiir n — oo, so ergibt sich die Behauptung:

lim inf —/ f(z) de <liminfesssup f = lim esssup f = ess 111%1 inf f (x).

n—oo En n—oo ]0 €n[ n—oo ]0 57’2[

(b) analog.

(c) Existiere esslimg o f (x). Dann gilt:

essll(i)mf(:z:) = esshmmff( ) < hmmf—/ f(x

n—oo €,

IN

n—oo 6'r7,

z]0

Also existiert lim, o = 06 " f (z) dz und die Behauptung folgt.

A.2 Konvexe Funktionen und Jensensche Ungleichung

lim sup —/ f(x)dr < esslimsup f(x) = essll(i)mf (x).
x

93

Da wir zur Bestimmung der Entropielésung konvexe Funktionen 7 betrachten, sollen an dieser Stelle
einige Eigenschaften konvexer Funktionen wiedergegeben werden. Dieser Abschnitt ist im wesentlichen

dem Buch von Bauer ([2, Seite 20-23]) entnommen.

Definition A.4

Sei I C R ein Intervall. Fine Funktion n: I — R heifst konvez, falls fir alle x,y € I und alle o € [0, 1]

qgilt:
ner+1-a)y) <an(x)+1-a)ny).

Fiir x # y € I konnen wir den Differenzenquotienten
nwr)—nly
§(ny) o= 1200
r—y
betrachten.

Dann haben wir folgendes Lemma:

Lemma A.5
Die Funktion n: I — R ist genau dann konvex, wenn firx <y <zel

S(z,y) < S(x,2) < S(y,2)
gilt.

Beweis
Setzt man o = == € ]0,1[ in (A.1) ein, so erhélt man:

10 =n(Etas (1-225) 2) < E=2a@+ (1- 222 ) e,

Dies ist dquivalent zu
n(y) —n(z) _n(x) —n(z)
Yy—z - Tr—z '

Die rechte Ungleichung in (A.2) zeigt man analog.

(A1)

Fiir die Umkehrung setzt man y := az + (1 —a) z fiir 0 < @ < 1 in (A.2). Die Félle a =0 und a = 1

sind ohnehin trivial.
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Hieraus ergibt sich folgende Aussage:

Lemma A.6

Sei I C R ein offenes Intervall. Fine konvexe Funktion n : I — R besitzt in jedem Punkt r € I
eine rechtsseitige Ableitung 'y (x) und eine linksseitige Ableitung o' (x). Insbesondere ist 1 auf I stetig.
Desweiteren sind 1/, ,n’_ monoton und es gilt fir x,y € I:

n(y) = n(z)+ny(x) (y—2z). (A.3)

Beweis

Sei x € I und sei < & < & € I. Nach Lemma A.5 ist dann S (z,&;) < S (z,&2), d.h. £ — S(x,&) ist
monoton auf Jz,oc0[NI. Ist ( € I mit { < x, so ist mit Lemma A.5 S (z,() eine untere Schranke dieser
Funktion. Also existiert

e (@)= i S (0,6).
Aus der Existenz von limg_,, (£ — ) = 0 folgt die Existenz von

i (n (y) = (@) =y (2) lim (€ — ) = 0.

Daraus ergibt sich die rechtsseitige Stetigkeit.
Analog erhalten wir die Existenz der linksseitigen Ableitung 7’ und damit die linksseitige Stetigkeit.
Sindr<yelundist h>0mitzc<z+h<y<y-+hel,sogilt:

S(x,x+h)<S(z,y) <S(z,y+h)<Sy,y+h).

Mit h — 0 folgt dann 7/, (x) < 7', (y), d.h. 7/, ist monoton. Analog folgt, dass 1’ monoton ist.
Wir wollen nun (A.3) zeigen. Zunichst sei @ < £ < y. Wegen Lemma A.5 ist dann

n(y) —n(x) =5y (y—2z) =58 (y—2), (A.4)
und der Grenzwert £ — x liefert (A.3).
Im Fall y < z existiert ein £ > z € I. Wegen (y — x) < 0 kénnen wir auch in diesem Fall (A.4) folgern.

Lemma A.7 (Jensensche Ungleichung)
Sei Q C R messbar und sei f € L' (Q). Fiir jede konvexe Funktion n : R — R derart, dass no f
integrierbar ist, gilt dann:

f(x d:c) < — [ n(f(x)) du. (A.5)
<|Q| / 12 Jo
Beweis
In (A.3) gilt offensichtlich Gleichheit, falls y = x ist. Folglich gilt
1 (y) = sup [n(z) + 7’ () (y —2)] VyeR. (A.6)
z€R

Setzen wir y = f (2) in (A.3), so erhalten wir

n(f(2)>n@) +n, () (f(z) —z) YereRVzeQ

Da no f nach Voraussetzung integrierbar ist (die Messbarkeit folgt bereits aus der Stetigkeit von ), gilt
fir alle z € R:

e RICIE |Q|/ D+, @) (F ) = 0) dz = o)+ (@) (g [ 7z =a).

Wegen (A.6) und |Q| Jo f (2) dz € R folgt daraus

Rl d”i‘éﬂ””* CIRCE | RICYRECIOL

Dies ist die Jensensche Ungleichung (A.5). .
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A.3 Allgemeine Aussagen

Satz A.8 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei I C R ein offenes Intervall. Dann gilt:

(a) Sei f € HY(I). Dann gilt fiir fast alle x,y € I:
y
£0) - 1) = [ f(ds

(b) Sind f,g € LY(I) und gilt fiir fast alle z,y € I

soist f € HYY(I) und es ist f' = g.

Beweis
Siehe [1, Seite 63]. .

Lemma A.9
Sei Q C R ein offenes, beschrinktes Intervall und v € L™ (), sodass gilt:

—/Qv(a:) o' (z) de <0 Vo e C® (), >0. (A7)

Dann existiert eine Nullmenge E, sodass die v in Q\ E monoton fallend ist.

Beweis
Sei Q =]a,b[, a <a’ <b <bund sei Q' =]a’,b[. Ferner sei § := min {|a — a’|,|b — V'|}.
Sei w € C§° (]—1,1[) ein nichtnegativer Gliattungskern und w, () = 1w (£). Dann ist fiir 2 € ' und
€< %:
y—we(z—y) € G (Q),
denn we (z —y) = 0 fiir [z —y| > § > e

Wihlen wir nun we fiir € < g als Testfunktion, so gilt

0 > /Qu(y) wix—y)dy = 9;((lgu)*w.)(z) Vze,

d.h. (1gu) * we ist monoton fallend auf Q.

Wegen (1lgu) * we 9 1qu in L! (Q) existiert dann eine Teilfolge (0.E. die ganze Folge) und eine
Nullmenge Eq C R, sodass (1gu) * we () =9 (Igu) (z) in 2\ Eq . Dann ist u monoton fallend auf
'\ Eq.

Approximieren wir nun €2 durch eine Folge von solchen (€2,), ., so erhalten wir Nullmengen (E,,), .

sodass u monoton fallend ist auf Q,, \ F, fiir alle n € N. Dann ist F := UneN FE,, eine Nullmenge und u
ist monoton fallend auf €2, \ £, n € N. Also ist u auch monoton fallend auf Q\ E = J,,ci (2 \ E). =
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Symbolverzeichnis

H™? ()

Fiir a,b € R U {£o0} bezeichnet a A b := max {a, b} das Maximum von a und b.
Fiir a,b € R U {£o0} bezeichnet a V b := min {a, b} das Minimum von a und b.

Fiir a,b € RU{£oo} wird mit Ja,b[:= {z € R | a Vb < z < a A b} das offene Intervall zwischen
a und b bezeichnet.

Fir a,b € R wird mit [a,0] :== {r € R|aVb<z<aAb} das abgeschlossene Intervall zwi-
schen a und b bezeichnet.

Fir @ ¢ R™ und m € NU{oo} bezeichnet C§" (2) die Menge der m-mal stetig differenzierbaren
Funktion mit kompaktem Tréger in €.

Fir Q C R™, m € NU{oo} und p € [1, o0] bezeichnet H™? (2) den Sobolev-Raum der m-mal
schwach differenzierbaren Funktionen, wobei alle Ableitungen in LP (§2) sind.
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