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Aufgabe 1 (2+2 Punkte). Sei eine Quadraturformel (by, c;);_; gegeben.
(a) Wir betrachten die Abbildung @ : C([a,b],R) — R definiert durch

Q) = (b—a) > buf(a+ (b — a).
k=1

Die Abbildung @ heif3t monoton, wenn

f<g = Q) <R

fir alle f,g € C([a,b],R) gilt.

Zeigen Sie: @) ist genau dann monoton, wenn by > 0 fir alle k = 1,..., s gilt.
Hinweis: Um b > 0 zu zeigen ist es hilfreich, als Funktion g das Quadrat eines
Lagrange-Polynoms I, zu den Stiitzstellen

a+(b—a)er,...,a+ (b—a)cs

zu wéhlen.
(b) Die Quadraturformel habe nun die Ordnung > 2s— 1. Zeigen Sie, dass die Gewichte
in diesem Fall durch

1
bk:/ B(x)dz, k=1,...,s,
0

gegeben sind, wobei [} das k-te Lagrange-Polynom zu cq, ..., cs ist.
Begriinden Sie auflerdem, warum die Quadraturformel monoton ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Wir betrachten die Mittelpunktsregel M : C([a,b],R) — R mit

M) = - a0 ~ [ f@yde = 107),

Zeigen Sie fiir h = b — a, f € C?*([a,b],R) die Fehlerabschitzung
3

[(f) = M(f)] < x |f"(z)],

24 acEab]

indem Sie den Satz von Taylor mit passendem Entwicklungspunkt verwenden.



Aufgabe 3 (4(+2) Punkte).
(a) Approxmierene Sie das Integral

21
I = —d
/1x2x

durch die Trapezregel und die Simpsonregel. Berechnen Sie die Approximationsfeh-
ler.

(b) Approximieren Sie das Integral I durch die zugehérigen summierten Quadraturfor-
meln mit den Teilintervallen [a;_1,a;] fir { = 1,2 und Knoten a; = 1+1(2—1)/2 fiir
[ = 0,1,2. Berechnen Sie die Approximationsfehler und vergleichen Sie diese mit
denen aus Teil (a).

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei [a,b] = [1,2] und
cos(z)
sin(x)

Die einzige Nullstelle von T in [a, b] ist x, = 7/2.

T(x) = cot(z) = fir z € [a, b].

(a) Berechnen Sie die Naherung c5 = (a5 + b5)/2 an x, aus dem Bisektionsverfahren.
(b) Berechnen Sie die Ndherung x3 an x, aus dem Newtonverfahren mit xg = 1.
(c) Vergleichen Sie die absoluten Fehler |c5 — x| und |23 — x./|.



